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2 Des compétences terminales en mathématique |l

1. INTRODUCTION

Le présent article fait suite a l'article de méme titre publié dans le n® 11, pages 1 a 19 de ce bulle-
tin (mat 1999). Dans cette premiere partie, nous avions développé une réflexion de type théorique
consacrée aux « compétences terminales en mathématique » sur la base d'une analyse des spécifi-
cités de l'activité mathématique. Il n'est peut-étre pas inutile de résumer les conclusions et propo-
sittons de ce texte.

Dans une premiere étape, nous arrivions a la conclusion suivante:

Llessentiel des compétences (disciplinaires et transversales) que le cours de mathématiques
a pour vocation de développer peut résulter de ce gue la résolution de problemes soit consi-
dérée comme une compétence terminale en mathématigues.

Des lors que nous proposions d'organiser l'acquisition et le développement de compétences tet-
minales autour de la résolution de problemes, nous devions également proposer aux enseignants
des outils d'organisation et de décodage de ces activités. C'est dans ce but que nous décrivions
une « modélisation de la tésolution d'un probleme » en trois phases: intériorisation, condensa-
tion et réification, suivant ainsi un schéma da a A. Sfard.

Au surplus, il apparaissait possible [ et souhaitable [] d'utiliser le méme schéma en vue de pro-
blématiser le cours de mathématique, c'est-a-dire de le présenter sous forme de séquences d'en-
seignement permettant chacune I'é¢tude d'un concept nouveau a travers des situations problémati-
ques bien choisies et organisées selon le schéma décrit ci-dessus.

Nous décrivions enfin une premietre expétimentation d'une telle séquence l'enseignement, consa-
crée a l'acquisition du concept d'intégrale.

Pour clore ce premier article, nous mentionnions quelques pistes qui retenaient notre attention.
Quelques sujets mathématiques nous semblaient particulicrement intéressants a aborder : la mo-
délisation probabiliste, la linéarité en géométrie et ailleurs, la construction d'une intuition
mathématique du concept de limite. Enfin nous annoncions également notre intention d'aborder
la question de I'évaluation de la résolution de problemes.
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3 Des compétences terminales en mathématique |l

Au cours de la seconde partie de notre recherche, nous nous sommes notamment efforcés de
concrétiser les intentions qui viennent d'étre rappelées.

Nous avons en premier lieu traité¢ deux des trois sujets mathématiques précités: la modélisation
probabiliste et la linéarité. Dans chacun de ces cas, nous avons rédigé une séquence d'enseigne-
ment et l'avons expérimentée.

La séquence consacrée a la linéarité porte [ du point de vue des concepts mathématiques ren-
contrés [ sur le produit matriciel. La situation pédagogique exploitée est de type interdiscipli-
naite : I'évolution d'une population d'oiseaux au fil des années. En étudiant la stabilité de cette
population, on pratique non seulement le calcul matriciel, mais aussi on voit apparaitre de fagon
informelle des notions qui [] dans les traités spécialisés [l ont pour nom « vecteur propte, va-
leur propre, ... »

Le nouveau programme de mathématique de cinquicme année comporte un chapitre consacré
aux probabilités. Ce chapitre doit étre considéré comme tres important vu le role des probabilités
et statistiques dans la vie citoyenne. Si les notions a introduire en cinquieme sont peu nombreu-
ses, elles constituent pour la plupart des ¢leves le premier contact avec le sujet et conditionnent le
succes de tout son enseignement ultérieur. Trop souvent la simplicité technique des probabilités
amene l'enseignant a proposer a ses ¢éleves un enseignement extrémement succinct. Cependant, la
simplicité technique ne s'accompagne pas nécessairement d'une simplicité conceptuelle. Il
convient donc de faire précéder l'étude théotrique des probabilités d'activités permettant d'asseoir
les concepts de base via une intuition spécifique.

Clest dans cet esprit que nous avons rédigé une séquence d'initiation aux probabilités et 1'avons
expérimentée dans deux classes de cinquieme. On en trouvera le compte-rendu a la section 3 de
cet article.

La question de I'évaluation, en particulier de I'évaluation de la résolution de problemes, a égale-
ment occupé une grande partie de notre temps. Le fait méme que de nombreux travaux aient déja
¢été consacrés a ce sujet en montre la difficulté. Dans le contexte de la résolution de problemes,
notre souci est de promouvoir une évaluation des démarches des éleves, plutot que des résultats
qu'ils obtiennent. Ce n'est que sous cette condition que nous pouvons leur soumettre de vrais
problémes, c'est-a-dire des questions dont ils ne voient pas immédiatement comment les résou-

dre.

Evaluer les démarches, c'est pratiquer une évaluation formative a condition que ces démarches
solent situées par rapport a un cadre de référence théorique, celui de la modélisation de la résolu-
tion d'un probléme rappelé plus haut. Moyennant quelques précautions, cela permet aussi une
évaluation certificative en fournissant au conseil de classe non des notes chiffrées, mais un profil
des compétences acquises par un éleve.

On trouvera a la section 4 l'essentiel de nos réflexions générales concernant la question de 1'éva-

luation, ainsi qu'un exemple d'application a I'évaluation des éleves ayant recu 'enseignement des
robabilités décrit a la section 3. Le rapport complet de notre recherche comporte d'autres exem-

p PP p p

ples d'évaluation, par exemple a partir de dossiets-projets ou de questionnaires plus importants.

11 comporte également une section consactée a des outils pédagogiques a l'intention des ensei-

ants désireux de problématiser des séquences d'enseignement.
gn q gn

Le Point sur la Recherche en Education
Mars 2000



4 Des compétences terminales en mathématique |l

2. UNE INTRODUCTION AU PRODUIT MATRICIEL

2.1. Présentation générale de I'expérience

La séquence d'enseignement avait pour objectif d'introduire le produit matriciel a partit d'une
situation dans laquelle les puissances d'une matrice revétaient une signification particuliere.
L'énoncé retenu est reproduit ci-dessous, tel qu'il fut soumis aux éleves (fac-simile dun fichier Ma-

pl e).

Dans une population d'oiseaux, on note pour chaque année :

x: le nombre de jeunes (femelles),

y: le nombre de femelles,

a: la proportion de jeunes qui ne sont pas adultes apres un an,
b: le nombre moyen de jeunes issus d'une femelle,

c: la proportion de jeunes devenant adultes,

d: l1a proportion de femelles survivantes.

x=ax+by
y=cx+dy

Le nombre de males est supposé égal au nombre de femelles.

Dans les cas particuliers suivants, on demande de donner chaque
fois une interprétation dans les termes du probleme posé, de
rechercher comment les populations de femelles et de jeunes
évoluent et de déterminer si le rapport femelles/jeunes tend a

se stabiliser :

> T:= matrix([[O,2],[1,0]]);
> T:= matrix([[O,2],[1,1]]);
> T:= matrix([[O,2],[.3,-5]]);

Les lecons ont été données a 'Ecole Decroly a Uccle par M. Francis Michel, dans une classe de 5°
année (6 périodes de mathématique par semaine). Cinq heures de cours ont été consacrées a
l'étude de cette situation les 12, 13 et 14 octobre 1998. La classe comprenait 18 éleves qui entre-
tenaient avec leur professeur des rapports « détendus » : ils n'ont donc pas été surptis par la pré-
sence d'un observateur dans la classe et leur comportement ne s'en est pas trouvé modifié. Tous
les éleves disposaient d'une calculatrice HeW et t - Packar d 48 GX. Ils étaient également
habitués au logiciel Mapl e dont ils connaissaient la syntaxe.

Auparavant, les éléves avaient déja appris a calculer l'image d'un élément de R® par la transforma-
tion linéaire associée a une matrice. Le probleme présenté ne s'inscrivait néanmoins pas dans
leurs habitudes : le contexte de la situation était ici un peu plus réaliste, méme si on ne leur de-
mandait pas de modéliser eux-mémes la situation.
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2.2. Déroulement des séances de cours

Dans toute la suite, 'abréviation « FM » désigne M. Francis Michel.

Premiére séance

Cette séance s'est étalée sur deux périodes de 50 minutes, sans interruption, le lundi 12 octobre.

= axr+ by
y = cxr+ dy

FM distribue aux éleves I'énoncé du probleme. Apres une rapide lecture, il écrit au tableau les
formules

tout en les illustrant par des exemples numériques en référence a la réalité. Il fait observer que les
notations X' et Y mettent l'accent sur un changement d'état, contraitement a la notation en X
et Y de l'énoncé original, caractéristique de I'écriture informatique.

Il rappelle que le but de I'exercice est d'étudier I'évolution de la population d'oiseaux dans les si-
tuations correspondant aux matrices données sur la feuille, au départ de calculs analogues a ceux
d¢ja réalisés précédemment au cours.

Le travail est entamé avec la premiere matrice

0 2
1 0

FM n'a expressément pas donné de conditions initiales pour la population. Une éléve demande
d'emblée de quel point il fant partir 2 Un autre éleve propose : 87 on a une femelle pour denx jeunes, le
rapport sera de 1/ 2.

FM lui suggere d'essayer de prouver son idée. La discussion entre éleves s'anime. A partir d'un
point de départ arbitraire ,

(-’*‘Im Ho )

un ¢leve calcule les valeurs de X et Y pour les années sutvantes et obtient un graphique en esca-
lier. Un ¢leve demande combien de points 1l faut dessiner, et FM répond: « Asse pour voir si ¢a se
stabilise ». Dans un premier temps, personne ne part d'un point dont une des coordonnées soit
nulle. Puis, un éleve part de (0,70). Enfin, FM teporte au tableau ce qu'il voit le plus souvent ap-
paraitre dans les cahiers, a savoir:

Le Point sur la Recherche en Education
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I o

12 4

Une discussion s'ensuit alors quant au réalisme du résultat (retour a la population d'oiseaux) afin
de le valider. La conclusion en est que, avec la matrice considérée ici, il n'y a aucune mortalité de
jeune, que tous les jeunes deviennent adultes et que toutes les femelles meurent apres avoir pon-

du.

Pour la méme matrice, les éleves essaient d'autres points de départ, comme par exemple (0,2). FM
demande alors aux éleves de comparer les différents graphiques en fonction du point de départ.
Pour ce faire, 1 suggere de préciser le dessin en prenant une plus grande échelle et des points
intermédiaires. A ce stade du travail, les calculatrices ne servent que numériquement, et leurs pos-
sibilités graphiques ou de programmation ne sont pas exploitées. FM reformule sa demande:

De guel point faut-il partir pour que le rapport femelles/ jeunes reste constant année apres année?
Il écrit au tableau I'évolution d'une population comprenant au départ 10 jeunes et 5 femelles, ainsi

que
la valeur du rapport femelles/ jeunes durant les cing premieres années :

Jeunes (X) Femelles () | Rapport Y/X
10 5 1/2
10 10 1
20 10 1/2
20 20 1
40 20 1/2
Un éleve essaye le point (1.5, 1) -— vite converti en (15, 10) pour cause de non-réalisme -

qui donne une succession de rapports plus proches: 2/3 et 3/4. Petit a petit, les éleves pattent
du point (14, 10), puis du point (141, 100) , ... La méthode dégagée par les éleves consiste a
relier a chaque nouvelle étape les milieux des segments dessinés sur le graphique a 1'étape précé-
dente. De cette maniére, on se rapproche d'une droite, et un éléve pense au rapport 1/ V2 , mais
par pure intuition et sans parvenir a se justifier.

FM propose d'arréter les calculs et de commencer a rédiger ce qui a été trouvé. Il prend
1000/1414 comme approximation de 1/v2, et les éléves constatent qu'avec ce rapport, la pro-
portion de jeunes dans la population est stable.

Le Point sur la Recherche en Education
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Enfin, FM demande de traiter la seconde matrice sur le méme principe, mais le rapport de stabi-
lité est évident a trouver puisqu'il s'agit de 1. Cet exercice sera laissé en travail de préparation a
domicile pour le lendemain, avec pour consigne de prendre des échelles tres grandes, d'essayer
divers points de départ et notamment le point (10,100).

Seconde séance

Cette séance ne s'étale que sur une seule période de 50 minutes. FM commence le cours en de-
mandant de déterminer la pente de la direction de stabilité pour la matrice

0 2
0,3 0.5

Les ¢leves entament le calcul et la réponse, obtenue sans grand délai, est écrite au tableau par
Jétome :

L~ 0,532

FM enchaine alors sur la question qui va tenir les éleves en haleine pendant presque toute la suite
du cours :

87 on observe le phénoméne, non pas tous les ans mais bien tous les deux ans, quelle est
Ia matrice qui décrit Ia transformation correspondante ?

Il s'ensuit une période de tatonnements et de bricolages: 'un propose de multiplier tous les coef-
ficients de la matrice par 2, un autre suggere d'élever tous les coefficients au carré, etc. La situa-
tion devient peu a peu chaotique. FM treprend donc la parole, et reformule la question, en I'illus-
trant par son interprétation graphique. Dans un premier temps, cela n'a pas d'effets notables.
Pour une bonne moitié d'éleves, l'intervention de FM n'a fait que relancer une espece de jeu de
hasard. Mais pour d'autres, une idée nouvelle commence a faire son chemin : il doit y avoir un
algorithme qui, au départ de la matrice originelle, permet de calculer la matrice demandée. Cer-
tains testent les matrices déja proposées (cfr. ci-dessus), et observent qu'elles ne conviennent ma-
nifestement pas.

Le cours touche a sa fin, et FM propose le probleme --- toujours sans solution --- comme pré-
paration (travail a domicile) pour le lendemain. A ce moment, un éleve signale qu'en introduisant
la matrice dans sa calculatrice, et en « poussant sur la touche d'élévation au carré », il obtient une
nouvelle matrice qui semble la bonne. Mais 1l est incapable de fournir la moindre signification a
ce qu'il considere comme un « coup de veine » | FM relance alots le sujet de la préparation pour le
lendemain, en proposant que chacun essaie de comprendre ce que la machine a bien pu réaliser
comme opération pour que « ¢ca marche » ? Il suggere en particulier de s'interroger a partir des
équations de la transformation sous-jacente ...

Le Point sur la Recherche en Education
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Troisiecme et derniere séance

Cette séance s'étale a nouveau sur deux périodes de 50 minutes le mercredi 14 octobre. FM en-
tame la séance en rappelant les conclusions obtenues la veille: pour la matrice

0 2
0,3 0,5

0,6 1
0,15 0,85

la calculatrice a fourni comme carré

a b

¢ d

Quelle méthode utilise-t-elle? Plusteurs éleves ont réfléchi a la question, mats contrairement a la
suggestion de FM, ils n'ont pas cherché a exploiter les équations de la transformation. Ils ont
néanmoins des choses a dire. Un éleve pose 'opération :

et propose un calcul « colonne x ligne» :

00? x{(0 0,2)=0x0+2x0,3=0,6

Il montre que ce calcul permet de trouver I'élément situé dans le coin supérieur gauche de la ma-
trice résultat et qu'un méme procédé permet de trouver les quatre éléments de celle-ci. Il ajoute
c'est un true, on anrait anssi bien pu faire ligne x colonne. Cette rematque en améne une autre de la
part d'une autre éleve: cela rappelle I'image d'un vectenr .

Un autre éléve a demandé au logiciel Mapl € de calculer formellement le carré de la matrice

Il a obtenu la réponse

a? +be  ab+ bd
ca +de be + d?

ce qui le satisfait amplement puisque cette formule permet de confirmer les calculs numériques
qui viennent d'étre présentés.

Mais FM veut aller plus loin: il ne suffit pas de trouver la formule donnant le carré d'une matrice,
il faut ausst la justifier. Il écrit au tableau

' = aw + by
Yy =+ d‘y

et demande le calcul de X" et Y”, ce qui est réalisé apres quelques hésitations :

Le Point sur la Recherche en Education
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FM revient alors au probleme de I'évolution de la population d'oiseaux et demande de trouver e

&’ = alaz + by) + b{cz + dy) e = by
N » ; car alt N
y" = clazx + by) + dce + dy) y" = ca’ + dy
facon théorigue la droite de stabilité de la propottion femelles/jeunes. 11 s'agit donc de déterminer
quelle doit étre cette proportion au départ pour qu'elle reste constante lors de chaque itération.

FM rappelle que pour la matrice

0 2
1 0

le rapport trouvé expérimentalement était proche de 1/v2.

La classe s'engage alors dans une période d'activité un peu confuse au cours de laquelle beaucoup
d'éleves restent inactifs. La plupart de ceux qui sont dans ce cas n'ont en fait pas comptis ce qui
leur est demandé. Pour faire avancer les choses, FM reprend alors le controle de la situation et
réexplique qu'il s'agit de trouver X et Y tels que
Yo ! ' = 2y

Y
= = sachant que ,
o . 4 —
r o v =

Il transforme ensuite cet énoncé en

en montrant que c'est 1a une autre facon d'exprimer que les points (X,Y') et (X)y) sont alignés
avec l'origine et que A est le facteur par lequel la population va étre multipliée.

11 s'agit donc a présent de résoudre et discuter le systeme ci-dessus. Bien que I'énoncé ait ainsi été
, . L, oq- , 1 218 , N

éclairci, un temps non négligeable s'écoule’ avant que quelques éleves éctivent le systeme sous la
forme

2y = Ax
= Ay
puis éliminent la variable X, arrivanta 2y = A%, d'ou A2 =2.Les valeurs de X,y (ainsi que X

et Y') étant positives (ce sont des nombres d'oiseaux), la racine carrée négative est éliminée sans
probléme. Mais il s'agit encore de trouver Y/ X, c'est méme l'objectif énoncé claitement, ce que

11l est apparu ultérieurement que les éléves n'avaient pas rencontré en 4e année de discussions de systémes pa-
ramétriques.

Le Point sur la Recherche en Education
Mars 2000



10 Des compétences terminales en mathématique Il

certains avaient peut-étre perdu de vue. On atrive finalementa y/ x =1/ V2, non sans devoir

réexpliquer pourquoi V2 /2 =1/ V2.

Le probleme de la matrice
0 2
1 0

étant ainsi épuisé, FM demande aux éleves d'effectuer le méme travail pour la mattice

0 b
1 0

Une partie de la classe va jusqu'a écrire et résoudre I'équation aux valeurs propres. Une autre par-
tie semble quelque peu fatiguce.

2.3. Commentaires

Analysant cette séquence d'enseignement, il convient d'abord de se demander quelle a été --- sur
les plans didactique et mathématique --- l'activité des éleves, et constater qu'elle a été fort variée.
Clest souvent le cas lors d'une activité de résolution de probleme, méme si, comme c'était le cas
ici, les éleves n'ont pas eu a modéliser la situation, et si leur activité a été controlée d'assez pres
par l'enseignant.

La classe est passée par des phases de recherche, de découverte et de mise au point. Elle a eu a
effectuer des travaux techniques (résoudre une équation du second degré, résoudre et discuter un
systeme d'équations, multiplier une matrice 2 X 2 par une colonne, ... ). Une partie de son acti-
vité relevait de I'heuristique (simuler I'évolution d'une situation sur calculatrice programmable ou
sur ordinateur, découvrir a l'aide d'un logiciel la formule donnant le carré d'une matrice 2 X 2,
reformuler

un probleme dans un cadre différent du cadre d'origine, ...). Une autre partie encore consistait en
des justifications raisonnées (justifier la formule fournie par I'ordinateur, retrouver par un raison-
nement les valeurs trouvées expérimentalement, ...).

Au cours de ces activités, ce sont des compétences de natures diverses qui ont été sollicitées. Le
caractere global de la situation étudiée rend malaisé d'en dresser une liste qui ne saurait de toutes
facons etre que qualitative. Il serait en effet totalement impossible de préciser la part réservée a
chaque type d'activité par les éleves puisque cette part peut avoir été tres différente d'un éleve a
l'autre.

Sur le plan mathématique, les ¢leves ont rencontré des notions nouvelles: produit matriciel dans
le cas du carré d'une matrice, droite invatiante par une transformation linéaire, vecteur propre et
valeur propre, suites de nombres et suites de vecteurs, convergence d'une suite. Ces notions n'ont
été que rencontrées, et manipulées le plus souvent a un niveau essentiellement procédural. Le
passage au stade structural nécessitera des activités supplémentaires apres lesquelles on pourra
considérer que les notions sont a peu pres fixées. Ce n'est qu'a ce moment qu'on peut espérer
qu'elles deviendront réellement opérationnelles.

Si nous voulons situer cette séquence d'enseignement par rappotrt au modele théotique proposé
pour la problématisation du cours de mathématique, nous pouvons considérer que pour la plu-

Le Point sur la Recherche en Education
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part des éleves de la classe de FM, la phase d'intériorisation des notions nouvelles a certainement
été dépassée et que pour plusieurs d'entre eux, la phase de condensation a été largement entamée.
Compte tenu de la séquence ainsi soumise aux éléves ne comporttait en fait qu'un seul probleme a
résoudre --- bien qu'l soit susceptible de prolongements ---, il serait hasardeux de considérer que
la phase de réification a été atteinte. Les compétences disciplinaires visées dotvent continuer
d'étre développées.

3. PREMIERE RENCONTRE AVEC LES PROBABILITES

Faire découvrir, en classe de cinquieme, les principales notions de base relatives au calcul des
probabilités n'est pas chose aisée. Au travers de résolutions de problémes, nous avons tenté de
relever ce défi, tout en mettant l'accent sur le travail personnel des éléves. L'emphase a été mise
sur 'utilisation des atbres.

La séquence présentée ci-dessous a été expérimentée a 'Athénée Royal de Mons dans la classe de
M. Paul Dechamps et a I'Ecole Internationale du Shape, dans la classe de M. Pierre Lepourcq.

3.1. Mise en train

Dans cette phase d'intériorisation, nous proposons aux éleves trois calculs de probabilités a l'oc-
casion d'expériences simples. Il est important que de telles manipulations solent réalisées effecti-
vement dans les classes: on ne peut se contenter de les simuler ou de les imaginer. On peut ausst
se demander si ce n'est pas au cours du second degré, voire des la fin du premier degré, que ces
expériences seratent les plus fructueuses.

Dans la premiere (pile ou face), la probabilité a déterminer est connue de tous. Dans la deuxieme
(e tube de I'été), calculer la probabilité demande un peu de réflexion. Enfin, dans la troisieme (la

punatse rebelle), la détermination de la probabilité nécessite une expérience.

Expérience 1 : le pile ou face

Chaque ¢leve réalise 50 jets et complete des diagrammes montrant la convergence de la fré-
quence. En cumulant les résultats obtenus par l'ensemble des éleves de la classe, on constate un
renforcement de cette convergence (vers 1/2).

Expérience 2 : le tube de I'été

Deux billes noires et deux: billes blanches sont enfermées dans un tube cylindrique transparent dont le diameétre est
tel gue les guatre billes se placent nécessairement aux: sommets d'un carré lorsqu'on dépose le tube verticalement sur
une table. Dans ces conditions, denx types de configuration sont possibles pour les quatre billes:

*  on appelle SUCCES le cas ot les deux billes noires se tonchent,

*  on appelle échec le cas on les denx billes notres sont diamétralement opposées.

Voici les denx types de configuration possibles. La configuration A est un succes, l'antre est un échec. On demande
de calculer la probabilité d'un succes.

Le Point sur la Recherche en Education
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Dans un premier temps, I'expérience est réalisée en classe sur le méme modele que I'expérience 1.
On demande ensuite aux ¢leves de justifier le résultat obtenu.

Notons que la plupart des éleves pensaient @ priori que les probabilités d'échec et de succes va-
laient toutes deux 7/2. Un éleve a dit: on gagne plus souvent qu'on ne perd, et pourtant il n'y a

que deux possibilités !

Expérience 3 : la punaise rebelle

Comment peut-on calcnler la probabilité gu'une punaise tombe « pointe en l'air » ¢

3.2. Véritable entrée en matiére

Nous abordons ensuite la phase de condensation a travers toute une série de problemes. Avec
certaines classes, 1 pourrait encore se révéler nécessaire de réaliser matériellement la premiere
expérience décrite.

Un probleme bien ciblé !

\\\V\\ A la foire, l'un des jens: proposés est
_\\\ \ de faire tourner une roue semblable a
»‘}\4 ce modéle autour de son centre, et de
\\\\‘ regarder quelle Jone est désignée par le
N\

Apres s'etre exercé sur des roues « simples », les éleves sont invités a travailler avec la roue sui-
vante:

L'amplitude de l'angle définissant
la zone :

e 1n°1estde 90°
e n°2estde 120°
e n®°3estde 150°

Les premieres questions portent sur I'expérience consistant a lancer la roue une seule fois, en-
suite, on effectue deux lancers successifs, ce qui offre un premier contact avec un arbre comme
celui-ct :
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P(1 puis 1)
P(1 puis 2)
P(1 puis 3)

P(2 puis

(
(
(
(
P(2 puis 2
(
(
(
(

1)
)
P(2 puis 3)
P(3 puis 1)
)
)=

P(3 puis 2
P(3 puis 3

W N = W= WD

En selle pour le probleme du tiercé !

On fait courir 5 chevaux: et tous les classements a l'arrivée ont la méme probabilité de se produire.

»  Quelle est la probabilité d'obtenir le tiercé dans l'ordre ¢

o Etsil'ordre n'a pas d'importance ?

*  Dans le cas on l'ordre n'a pas d'importance, guelle est la probabilité d'avoir choisi un cheval faisant partie du
tiercé et deux perdants 2

La résolution en classe fut délicate. Tres peu d'éleves dessinent d'emblée un arbre. Apres discus-
sion, 1l vient:

* un arbre « complet » (les 60 tiercés différents sont représentés);

* ce méme arbre complet dans lequel les branches inutiles ont été tronconnées;

e enfin, l'arbre concis suivant:

Sl

(ST

A A

-+ -+

L'atbre concis est loin d'étre intuitif pour les éleves, et met ceux-ci mal a l'aise :

87 on fait une petite erreur, tout tombe a l'ean !
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Le probleme du Wilgame

Au pays de Mathland, le jen du Wilgame se pratigue a ['aide de grilles constituées de 15 cases numérotées de 1 a
15, dont cing doivent étre cochées.

Lors d'un tirage, 4 numéros dits « gagnants » et un numéro dit « subsidiaire » sont extraits d'une urne. 1 ous étes
gagnant an rang:

1. st vous aves; coché les 4 numéros gagnants,

2. s vous avez: coché an moins 3 des 4 numéros gagnants et le subsidiaire,

3. si vous ave, coché exactement 3 des 4 numeéros gagnants sans le subsidiaire.

1V ous étes perdant dans tous les antres cas.

Un jouenr invétéré prétend que la probabilité de gagner vaut 113003 an rang 1, 4U3003 an rang 2,
180/3003 ax rang 3 et gue celle de perdre vanr 2772/3003.

o Veérifiez que les affirmations du jonenr invétéré sont correctes.

*  Pourquot la somme des probabilités est-elle plus grande que 1 ¢

o Comment pourrait-on modifier les régles pour que cette somme soit égale a 1 ?

o Adaptes les probabilités calculées par le jonenr invétéré pour les rendre conformes aux nonvelles régles.

Citons, par exemple, une maniere de résoudre la premiere question dont la particularité est de
s'appuyer sur les valeurs du joueur invétéré.

On calcule la probabilité de gagner au rang 1.
Les éleves aidés de leur professeur construisent 'arbre suivant dans lequel G et désignent

&

respectivement des numéros gagnant et non gagnant.
2 1 11

3
11 13 12 11

U G G G G

[

]

La probabilité de l'événement représenté vaut 11/15015. Une discussion s'engage alors pour
comprendre pourquot cette probabilité n'est pas égale a la valeur du « joueur invétéré ». Les éleves
arrivent rapidement a la conclusion que le numéro non gagnant n'a pas nécessairement été coché
en dernier lieu et qu'il y a cing cas possibles.

3.3. La grosse piece
Les problemes précédents ne visaient qu'a assurer la maitrise du concept de probabilité « simple ».

Nous rencontrons a présent --- sans utiliser immédiatement ce vocabulaire --- les concepts de
probabilité conditionnelle et d'événements dépendants.

Le probleme de la bonne tranche
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Le tablean ci-dessons résume la situation du chomage en Mathland:

Classe | Tranche d'age Répartition Proportion de
chomenrs
I 0 - 15 ans 34% 0
I 15— 25 ans 25% 1/5
I 25 - 35 ans 15% 2/5
n 35 45 ans 10% 3/10
%4 > 45 ans 16% 1/6

On demande la probabilité
o pour gu'un habitant pris an hasard soit un chomenr faisant partie de la classe I1,

o pour gu'un chomenr pris an hasard fasse partie de la classe I1.

Nous suggérons aux éleves d'utiliser deux atbres :

1. T'un a pour premiere subdivision les classes et pour seconde subdivision la situation de travail
(ch6émeur ou pas) ;

2. lautre présente les mémes subdivisions dans l'ordre inverse.

Cela permet d'introduire naturellement la notion de probabilité conditionnelle.

Un probleme au format familial

On estime que la probabilité d'avoir un garcon est 51511000, d'ont celle d'avoir une fille est 485/1000.
Que ponvez-vous dire, pour les familles de denx: enfants, de la probabilité d'avorr :

denx garcons?

*  un garcon et une fille?

*  un garcon sachant gue le premier enfant est une fille?

o un garon sachant gue le premier enfant n'est pas une fille?

L'un des professeurs dément l'affirmation d'un éleve :
. . ’ . P r .
avoir un garcon sachant que le premier enfant n'est pas une fille, ca revient au méme que d'avoir denx garcons

Flashback sur le probleme de la bonne tranche

Dans le probleme de la bonne tranche, les événements « appartenir a la classe 17 » et « étre chomenr »
é¢tatent mndépendants.

En effet, P(V|C) = P(V) = 0,16 . De maniére équivalente,
P(V|C) =PV|C)=10,16

Par contre, étre chomeur n'était pas indépendant de la tranche d'age, car pour ce faire, il aurait

fallu:

P(C | )=P(C | )=P(C | Il)=...
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Une monche parcourt les arétes d'un tétraédre ABCD . En chague sommet, elle choisit de se diriger vers 'un

des trois antres sommels en respectant les probabilités de transition données dans le tablean suivant (la premzere
colonne indigue les sommets de départ) :

A B C D
A 0 1/2 1/2 0
B 1/2 0 1/4 1/4
C 0 0 1 0
D 0 0 0 1

La mouche commence son périple en A on en B. Aux sommets C et D se cachent de grosses araignées qui
avalent la monche si elle passe a lenr portée.

Quelle est la probabilité que ce soit 'araignée du sommet C qgui gobe la monche:
* i celle-ci part de A ?

*  sicelle-ci part de B ?

Petit appétit, la mouche fait son nid

L'arbre sutvant est suggéré par des éleves :

m|>—-

/
\

La classe, aidée de son professeur, entreprend le calcul de la probabilité que la mouche se fasse
manger en C sachant qu'elle est partie de A et obtient 5/6.

Pour calculer la deuxieme probabilité, tous les éleves ont repris des calculs similaires a ceux qui
précedent, personne n'a pensé a se servir du résultat ci-dessus.

Un éleve détermine finalement que cette probabilité vaut:
PoLy 2
6 2 3
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3.4. Commentaires

A l'issue de cette séquence d'enseignement, il n'est guere aisé « priori de savoir si certains ou beau-
coup d'éleves ont dépassé la phase de condensation et maitrisent de facon effective le concept de
probabilité. C'est le probleme de I'évaluation qu'il convient donc a présent d'aborder. Nous
commencerons pat quelques remarques générales pout revenir ensuite a I'évaluation des résultats
de la séquence précédente.

4. LEVALUATION DE LA RESOLUTION DE PROBLEMES

4.1. Introduction

De nombreux livres ont déja été consacrés au probleme général de 1'évaluation. Diverses tentati-
ves ont été réalisées en vue d'implanter dans la pratique un systeme d'évaluation nouveau. Beau-
coup de ces tentatives ont fait long feu. C'est dire que le probleme est loin d'étre simple.

Dans le cadre relattvement restreint de notre travail, nous ne pouvions prétendre en réaliser une
¢tude générale. Nous nous contenterons d'énumérer quelques principes qui nous semblent avoir
parfois été négligés et de tracer une piste relative a 'évaluation de la résolution de problémes.

Nous sommes conscients de ce que les 1dées émises sont lourdes a mettre en oeuvre et deman-
dent un investissement important de la part de l'enseignant. Il est vraisemblable qu'il en sera ainsi
de toute méthode d'évaluation qui tentera de corriger les défauts connus de la « notation chiffrée
» actuellement utilisée. C'est 1a un fait dont il convient de tenir compte lorsqu'on otrganise le tra-
vail des enseignants.

4.2. Quelques principes

* Premier principe : Ce ne sont pas les éleves que 1'on évalue mais l'efficacité des compétences
qu'ils ont acquises.

Un ¢leve est en perpétuelle évolution. II serait hasardeux de classer définitivement un éleve
dans une catégorie donnée en fonction de résultats obtenus au cours d'une période de temps
limitée.

* Deuxieme principe : On ne peut évaluer directement que des comportements observables.

A travers ces comportements observables, il est parfois difficile de déterminer le degré de
compréhension véritable de 1'éleve. L'observation de l'utilisation cotrecte de procédures ne
permet pas de conclure automatiquement a l'acquisition des concepts sous-jacents. Un mo-
dele mental incomplet peut suffire a résoudre certains problemes.

La rencontre de probabilités définies par des rapports d'aires ne fournit du concept de probabilité « continue »
gu'un modéle mental trés partiel. 11 permet néanmoins de traiter de nombreuses situations.

* Troisieme principe : Les comportements observés ne sont pas toujours stables.

Les réponses d'un éleve a un questionnaire peuvent étre influencées par de nombreuses cit-
constances: la place relative des questions, les indications données par les enseignants, la prise
de conscience d'une contradiction avec un résultat connu, les derniéres activités réalisées en
classe, etc.
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Un comportement, un concept ne peuvent étre considérés comme vraiment acquis que si une
stabilité « suffisante » apparait.

*  Quatrieme principe : En méme temps que les éleves, il convient d'évaluer I'examen (le ques-
tionnaire).

La correction des copies peut amener l'enseignant a prendre conscience de phénomenes aux-
quels il n'avait pas songé. Dans cettains cas, il pourrait conclure que certaines questions
étaient mal adaptées, voire inadaptées, a I'enseignement dispensé. Cette évaluation du ques-
tionnaire ne peut qu'influencer I'évaluation des éleves qui y ont répondu.

* Cinquieme principe: L'évaluation formative n'a que faire d'une notation chiffrée.

L'évaluation formative a pour but d'aider I'éleve a progresser. Elle doit étre constructive, lui
expliquer ses erreurs, lui montrer comment les corriger. Une note chiffrée est mnutile dans ce
cas, et peut-c¢tre méme nuisible.

* Sixieme principe : L'évaluation certificative devrait étre « vectorielle ».

La pratique de la notation chiffrée a été analysée --- et condamnée --- de facon magistrale par
G. Glaeser °. Celui-ci rappelle en particulier qu'il est aussi absurde d'additionner ou de
moyenner une note de francais et une note de mathématique que d'ajouter des pommes et
des poires. Méme additionner une note relative a un exercice d'algebre a une autre acquise en
géométrie n'a guere de sens.

Additionner ou moyenner deux notes obtenues lors de deux activités différentes n'a de sens
que si les compétences mises en oeuvre dans ces deux activités sont fortement corrélées.

Ainsi, une note unique ne fournit pas vraiment une indication globale relativement a un éleve
: la perte d'information est trop grande. Des « profils » de comportements pourraient fournir
plus d'informations mais ils doivent rester réalisables et utilisables.

La mise en oeuvre de ces quelques principes ne peut se faire sans une réflexion approfondie. En-
visageons a présent le probleme de I'évaluation de la résolution de problemes.

4.3. Evaluer la résolution d'un probléme ?

Evaluer la résolution d'un probleme en notant « bon » ou « mauvais » selon que le probleme a
effectivement été résolu ou non, ou en attribuant une note chiffrée selon les méthodes utilisées
pour les « exercices didactiques », conduirait immanquablement a une majorité d'échecs. Un
probléeme étant par nature une question difficile, il doit étre considéré comme normal que la plu-
part des éleves n'arrivent pas au bout. L'important est alors de savoir jusqu'ou ils ont progressé.

11 s'agit done d'évaluer les démarches plutot gue les réponses.
Ainsi, I'évaluation devrait porter sur la démarche de recherche telle qu'elle a été décrite précé-

demment et en particulier sur la progression (du procédural vers le structural) dans la suite des
trois phases d'intériotisation, condensation et réification. On pourra évaluer aussi les démarches

2 G. Glaeser, Fondements de I'évaluation en mathématique, Brochure APMEP n°96, Paris (1995)
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de démonstration, en tant qu'apprentissage de la méthode critique et en tant qu'indicateurs de la
phase de réification.

L'évaluation doit également tenir compte de ce qu'un probleme n'a que rarement une seule bonne
solution. Les stratégies utilisées, l'utilisation des ressources, la communication ont ainsi un coté
relatif a ne pas oublier.

Dans la pratique, 1'évaluation pourrait débuter par une premiere lecture des copies en vue de re-
pérer les principales démarches ont été mises en oeuvre. Sur cette base, il est alors possible d'éla-
borer un « cortigé relatif » ainsi qu'une grille de (re)-lecture des copies.

Bien entendu, si le probleme n'a été traité que de maniere tres incomplete, et par une petite mino-
rité d'éleves, un corrigé relatif serait difficile a construire. Cela signifie simplement que le pro-
bleme traité était inadapté a la situation réelle de la classe. La seule chose mtéressante qui reste a
faire est alors de déterminer les raisons de cette inadaptation.

Les démarches relevées au cours de la premiere lecture, et reprises dans le corrigé relatif, doivent
aussi étre associées aux phases énumérées dans la modélisation d'une résolution de problémes.
En explicitant cette association, la grille de lecture doit permettre d'apprécier la « profondeur »
que 'éleve a atteinte dans chacune des trois phases d'intériorisation, condensation et réification.

Plus concrétement, la profondeur atteinte dans la phase d'intériorisation peut se mesuret a partir
de la quantité d'unités de sens extraites de 1'énoncé et de son contexte : données, éléments formels
immédiatement présents (formule, regles de calcul, théoremes, ...), représentations graphiques
associées.

La profondeur atteinte dans la phase de condensation peut s'apprécier par la richesse combinatoire de
ces unités de sens, par la présence d'llots déductifs, de changements de cadre ou de registre, par la
construction d'éléments nouveaux, par I'émission de conjectures, ...

Enfin, la profondeur atteinte dans la phase de réification dépend de la qualité scientifique de la
production de I'éleve, et plus précisément de la richesse dans l'interprétation des notions et des
résultats, de la précision algébrique, graphique, numérique, logique de la production, des vérifica-
tions effectuces, de la qualité de la rédaction, ...

La grille de lecture permettrait alors d'attribuer a chaque copie une note vectorielle comportant
trois composantes (une pour chacune des phases décrites).

A pattir de 1a, il serait encore possible d'imaginer une grille plus fine, discriminant mieux les com-
pétences utilisées et les niveaux atteints dans leur maitrise.

4.4. Deux problémes d'arbre et de probabilité

A la suite de la séquence décrite a la section 3, les ¢leves (trente individus répartis en deux classes)
ont été soumis a l'interrogation suivante:

1. On jette trots fois une piece :
* calculer la probabilité d'avoir trois fois « face » (réponse : 1/8);
* calculer la probabilité d'avoir un nombre impair de fois « pile » (téponse : 1/2).
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2. Un pick-pocket plonge la main dans une poche contenant quatre pieces de 1 F, trois pieces

de 5 F et 3 preces de 20 F. Il en subtilise trois. Calculer la probabilité que la somme volée soit:
* 60 F (téponse : 1/120);

*  30F (téponse : 3/40);

* >3 F (réponse : 29/30).

Comportements relevés et grille de lecture

Dans les deux problemes, les démarches mises en oeuvre consistent a modéliser la situation a
l'aide d'un arbre, puis a utiliser celui-ci en tant que support pour les raisonnements (non observa-
bles directement) et les calculs (observables). Le corrigé relatif est ainsi facile a élaborer. I reste a
analyser ces démarches en vue de mettre au point une grille de lecture.

Au probleme 1

29 éleves sur 30 dessinent un arbre binaire.

Ce comportement releve de la phase d'intériorisation dont on voit qu'elle est assez bien mai-
trisée.

Les calculs figurant sur les feuilles peuvent étre compatibles ou incompatibles avec I'atbre qui
a été dessmné. On constate que 20 ¢leves sur 30 réalisent des calculs compatibles, mats deux
d'entre eux commettent une erreur de calcul des la premiere sous—question3 :

1 1 1 1

_— = e —_—

Ces 20 ¢leves ont atteint la phase de condensation du probleme: ils associent les données de
facon correcte au moins pour la premiere sous-question. Mais il n'en est que 13 qui ont ré-
pondu correctement aux deux sous-questions et dont on peut donc considérer qu'ils ont at-
teint la phase de réification. Les sept autres soit commettent des erreurs a au moins une des
deux sous-questions, soit ne répondent pas a la deuxieme. Pour deux d'entre eux, la distinc-
tion entre les lois de la somme et du produit ne sont pas clairement établies. Un autre, qui ré-
pond bien a la premiere sous-question, se trouve démunit devant la

deuxieme. Il réagit par une phrase qui révele qu'il n'a certainement pas conceptualisé la notion
de probabilité elle-méme :

Meedoe , <& _dxftl/hc/ b @aowc/ Gt peet
ol plusrwra oSt h@mﬁ’n ‘2/ LFH IR
Sewt  greloc /Q;A,u.&&'f’ 4 ve Ll 6/4’4‘1/7 ‘
MOty A Alu very fﬁ/i ol wf&e/wﬂaév&ée’

Quant a I'éleve qui n'a pas dessiné d'arbre et aux neuf autres qui réalisent des calculs incom-
patibles avec l'arbre qu'ils ont dessiné, il est permis de dire qu'ils n'ont pas dépassé la phase
d'intériotisation.

Au probleme 2

% Rappelons qu'il s'agit d'éléves de 5e ayant 6 heures de mathématique par semaine.
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Afin de ne pas allonger démesurément cet article, contentons-nous d'indiquer les principales dé-
marches des éleves. Elles peuvent étre utilisées pour repérer les phases d'intériorisation, conden-
sation et réification de facon analogue a celle du premier probleme.

* Construction d'un arbre de probabilité.

L'arbre peut étre présent ou absent. Il peut étre concis ou complet. Il peut aussi étre bien
concu ou mal congu.

*  Dépendance des événements.
Certains éleves utilisent correctement la dépendance de cettains événements. Pour d'autres,
tous les événements sont mndépendants. Enfin, sur certaines feuilles, les notions de dépen-
dance et d'indépendance n'apparaissent pas.

*  Compatibilité entre les calculs et l'arbre.
Cette compatibilité n'est pas toujours réalisée.

* Distinction entre les lois de la somme et du produit.

Elle peut étre effective ou non. Mais il artive aussi qu'aucune des deux lois ne soit utilisée ou
que la feuille ne permette pas de tirer de conclusion a cet égard.

5. POUR CONCLURE ...

Pour conclure, insistons sur I'importance d'étudier les phases par lesquelles passe la construction
du savoir ou la résolution d'un probleme chez un éleve. Pour chaque chapitre du programme de
mathématique, il serait souhaitable de disposer notamment d'études mentionnant les différents
modeles mentaux présents chez les ¢leves, en les associant a des typologies des erreurs les plus
courantes et en les classant dans une suite menant des procédures a la conceptualisation.
L'expérience des enseignants leur fournit de tels renseignements, mais trop peu nombreux sont
les textes structurés et accessibles qui relatent cette expérience, laquelle est des lors tres peu
transmissible. Exprimons donc le voeu que de nouvelles équipes de chercheurs se penchent sur
ces questions.

Le Point sur la Recherche en Education
Mars 2000



