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AVANT-PROPOS

En d’autres termes, il s’agit ici de raviver et de mettre en forme sur le plan psychologique les représentations fonda-
mentales de ’espace que tout étre humain se construit depuis I’enfance en manipulant des figures de I’espace, et qu’il
clarifie sans cesse au cours de sa vie mentale, les différenciant et les articulant les unes aux autres. Cette insistance sur
les représentations intuitives ne signifie pas que les considérations logiques sont exclues ici. Au contraire, nous allons
bientot construire des preuves. Mais ces preuves ont davantage pour but de clarifier les raisons d’étre de certains
phénomenes et leurs liens avec d’autres, que de montrer leur validité. [...] On peut expliquer les preuves « intuitives »
comme ceci : nous considérons comme acquises intuitivement certaines relations géométriques dans un contexte précis,
et grace a des déductions logiques, nous en tirons des propriétés géométriques qui ne nous paraissent pas évidentes.

ERricH WITTMANN

Le sujet de la géométrie naturelle a déja été traité — quoique seulement dans le cadre du plan — par
le CREM dans une étude intitulée Formes et mouvements (voir le chapitre 4 de CREM [2001a]). Il
existe dans ’histoire des antécédents remarquables a la géométrie que nous appelons ainsi. Que 1'on
songe, pour n’en citer que deux, & ARNAULD (inspiré par PASCAL) au XVII® siecle et & CLAIRAUT
au XVIII®. L’auteur contemporain qui nous a le plus inspiré est E. WITTMANN [1987]. C’est méme
lui qui nous a suggéré la dénomination de géométrie naturelle.

Dans la mesure ou il est possible de le dire en aussi peu de mots, il s’agit d’'une géométrie qui part de
propriétés arrivées a 1’évidence dans ’action quotidienne et qui, en s’écartant le moins possible du
sens commun, aboutit a organiser et prouver certaines propriétés non évidentes. Une telle géométrie
convient aux débutants, mais elle contribue aussi a 'heuristique de la pensée géométrique en général.
Elle est particulierement appropriée a la conception d’un enseignement en spirale et en outre elle
permet parfois d’accéder avec peu de prérequis a certaines questions assez avancées.

Outre quelques contributions de nature théorique, notre étude propose, de la maternelle jusqu’a
18 ans, quelques exemples de situations relevant de la géométrie naturelle. Les divers chapitres se
suivent dans l'ordre chronologique des classes du maternel, du primaire et du secondaire. Survolons-
les maintenant sans respecter cet ordre, mais plutét en mettant en évidence les affinités entre les
sujets traités.

L’introduction tente de cerner I'idée d’une géométrie naturelle, a partir des études antérieures du
CREM.

Le chapitre 1 propose pour ’école maternelle des jeux et dessins de cubes. Le chapitre 2 traite
de la méme matiere, plus systématiquement, pour 1’école primaire. Il propose successivement des
assemblages de cubes, des assemblages de cartons représentant des cubes et enfin des représentations
de ces assemblages sur du papier tramé. Le chapitre 3, de nature plus théorique, complete les
chapitres 1 et 2 par une analyse de la capacité a voir dans ’espace. A Dautre bout de la scolarité, le
chapitre 8 esquisse les possibilités du jeu appelé K’NEX pour enseigner les éléments de la géométrie
de l'espace, dans le contexte des polyedres. Le chapitre 9, quant a lui, introduit aux groupes de
symétries dans le plan et ’espace, a partir des polygones et des polyedres.

Le chapitre 7 établit quelques propriétés non évidentes du parallélisme et de la perpendicularité
dans les débuts de la géométrie de ’espace.
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Le chapitre 4 élabore la notion d’aire de polygone. Le chapitre 5 traite de la transformation de tout
polygone en un carré de méme aire. Le chapitre 6 montre que la méthode de Cavalieri pour les
volumes et les aires s’inscrit dans le cadre de la géométrie naturelle.

Le chapitre 10 enfin montre comment engendrer les coniques en s’appuyant sur des courbes de
niveau.

Ajoutons que cette étude résulte du travail d’une équipe dans laquelle chacun a pu exprimer libre-
ment sa sensibilité. D’ailleurs, la géométrie naturelle n’est pas une idée que 1’on puisse cerner de
fagon définitive. Les différents chapitres montrent bien la variété de ses interprétations possibles, ce
qui a pour effet heureux de constituer, pour 'avenir, les bases d’un débat qui demeure nécessaire.

Présentation type des situations-probléemes

Les situations-problemes rassemblées dans les chapitres 1, 2, 4, 8 et 9 de ce rapport sont présentées
selon un plan uniforme' comportant les rubriques suivantes :

De quoi s’agit-il 2 — Description, en une ligne ou deux, de I’activité proposée aux éleves.
Enjeux — Matieres couvertes et compétences visées.

De quot a-t-on besoin ? — Description du matériel requis. Relevé des connaissances supposées
chez les éleves.

Comment s’y prendre ¢ — Cette rubrique comporte des questions a proposer aux éleves, des
indications pour organiser le travail en classe, des éléments de réponses aux questions, et les éléments
de la théorie auxquels la situation aboutit normalement.

Echos d’une ou plusieurs classes — Indications sur le déroulement de l'activité dans I'une
ou lautre classe expérimentale. On releve les réactions les plus communes, mais aussi les plus
significatives, méme si elles sont isolées.

Prolongements possibles — Nouvelles situations-problemes, plus ou moins difficiles que celle
faisant I’objet principal de la section. Ces situations peuvent jouer le role de variantes, d’exercices,
de questions d’évaluation, de poursuite du travail pour les éleves mordus.

Vers ot cela va-t-il 2 — A quelles questions mathématiques plus avancées la situation en question
prépare-t-elle de maniere directe ou indirecte 7 Quels rapports la situation en question entretient-
elle avec d’autres disciplines 7 Quelle place la situation occupe-t-elle dans la culture mathématique
globale 7

Commentaires — Eclaircissements de toutes natures susceptibles d’étre utiles aux enseignants et
aux éleves, comme par exemple des indications sur I'histoire des mathématiques, des commentaires
sur le caractere plus ou moins réaliste de certains modeles mathématiques, etc.

! Ce plan est inspiré par E. C. WITTMANN et G. MULLER [1990] et [1994]. Nous I'avons mis au point & 'occasion
d’une recherche précédente (voir CREM [2001b]).



INTRODUCTION : LA GEOMETRIE NATURELLE,

UNE GEOMETRIE DE SENS COMMUN

Pour le dire sommairement, ce que nous appelons géométrie naturelle dans cet ouvrage est une
géométrie accessible a tout un chacun, ancrée dans le sens commun et qui ne recourt pas aux
mesures (ceci est un choix que nous avons fait). Ce premier chapitre a pour objectif d’en montrer
Iexistence et les modalités principales. Il est divisé en trois sections : nous commencgons par un
exemple commenté qui montre déja, dans une certaine mesure, ce qu’est la géométrie naturelle;
ensuite nous tentons de dégager les caracteres propres d’une telle géométrie et en particulier ce
qui la distingue des exposés géométriques classiques, ceux qui ont la forme d’un développement
axiomatique de grande ampleur ; et enfin nous nous interrogeons sur son utilité et sa légitimité.

1 Un exemple d’argumentation géométrique proche du sens com-
mun

1.1 L’exemple

Considérons un angle droit ABC situé au-dessus d’un plan horizontal.

(A) Si un des cotés de I'angle, par exemple AB, est horizontal, et si I'autre n’est pas vertical, alors
la projection verticale de I’angle sur le plan est un angle droit.

c
/

Fig. 1

Cette proposition est facile. L’angle droit avec un c6té horizontal est un objet simple et bien défini.
Le projeter verticalement sur un plan horizontal est une opération, elle aussi, simple et bien définie.
On dessine sans peine un figure typique de la question posée, c’est-a-dire une figure qui représente
toutes les situations en cause, sans imposer trop d’effort a I'imagination (voir figure 1).
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Soit maintenant un angle droit ABC situé au-dessus d’un plan horizontal, et qui se projette ver-
ticalement sur celui-ci suivant un angle droit. Que peut-on dire de la position d’un tel angle dans
I’espace 7 En particulier, est-ce qu’un au moins de ses cotés est horizontal ?

Il est intéressant, pour y voir clair, d’essayer d’ajuster une équerre dans un coin d’une piece d’habi-
tation. Apres sans doute bien des tatonnements, on arrive a soupgonner que si un angle (pas celui de
I’équerre) a son sommet sur 'aréte et que chacun de ses cotés suit un des deux murs en descendant,
alors I'angle est aigu (voir figure 2). Et aussi que si un des cotés suit un mur en descendant, et que
lautre coté suit 'autre mur en montant, alors ’angle est obtus (voir figure 3).

Fig. 2 Fig. 3

On en vient alors a conjecturer que :

(B) Si un angle droit situé au-dessus d’un plan horizontal se projette verticalement sur celui-ci
suivant un angle droit, alors c’est que, forcément, un de ses cotés est horizontal.

Pour prouver cela, on peut montrer que si aucun des cotés n’est horizontal, alors I’angle projeté
n’est sturement pas droit.

Voyons donc cela d’un peu plus pres. Si aucun des cotés de ABC nest horizontal, alors soit les
deux cotés percent le plan, soit un des cotés et le prolongement de ’autre percent le plan, soit les
deux prolongements percent le plan. Contentons-nous d’examiner le premier cas. Les deux autres
se traiteraient de maniere analogue.

Supposons que A et C soient les points de percée de ABC dans le plan. Faisons tourner 'angle
ABC autour de AC' comme charniere, jusqu’a ’amener en position horizontale, en B’. C’est ce que
montre la figure 4.

Fig. 4

Fig. 5 Fig. 6
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La figure 5 montre I'angle rabattu vu du dessus. Nous voyons AB/C en vraie grandeur. Ramenons
I’angle jusqu’a sa position de départ par une rotation de sens inverse autour de AC. Le sommet
B de I'angle, revenu a sa position de départ au-dessus du plan, est vu du dessus quelque part a
lintérieur du triangle AB’C' (en fait sur la hauteur issue de B’). Donc la projection de Pangle ABC
sur le plan horizontal est un angle obtus.

1.2 Analyse de ’exemple

Au rebours de la proposition directe (A), la réciproque (B) est difficile. Ce qui est donné, c’est
la propriété qu’a un angle droit de se projeter suivant un angle droit. Cet angle droit projeté est
simple a imaginer. Mais on sait d’expérience qu’une projection peut correspondre a une infinité
d’objets projetés. Ou donc peut se trouver 'angle que l'on projette ? Et surtout quelles directions
dans I'espace peuvent prendre ses cotés 7 On est obligé de chercher a clarifier un ensemble infini de
situations dont chacune est difficile a se représenter : la projection verticale d’un angle, fut-il droit,
situé de facon quelconque, est difficile a voir.

Alors on conjecture que la réciproque est vraie, mais cette conjecture n’a rien d’évident. Il faut
donc 'assumer jusqu’a la preuve ou la réfutation. L’ennui est que, pour la prouver, ’énoncé invite
a remonter de la projection (que 'on voit bien) & 'angle projeté, difficile & cerner vu I'ambiguité
(bis repetita placent!)

La seule démarche claire avec les projections, c’est, pour le dire familierement, quand on va de I'objet
a sa projection, pas l'inverse. Donc on s’arrange pour raisonner dans le bon sens. On considere
toutes les situations ou I’angle & projeter n’a pas de coté horizontal (en effet, considérer les autres
ne conduirait nulle part). Et on entreprend de montrer que pour ces angles-la, la projection n’est
pas un angle droit. On voit ainsi comment on est naturellement poussé vers ce que 1’on appelle la
contraposée de la conjecture.

On est soulagé d’étre ramené au sens qui va de 'objet a sa projection, plutot que l'inverse. On peut
alors, en effet, recommencer a imaginer une situation typique. Mais il se fait qu’il y en a de trois
sortes. Kt donc on les prend une par une.

On prend le cas ot les deux cotés de ’angle a projeter coupent le plan, et la situation que I'on dessine
est typique (on dit aussi paradigmatique) : ceci veut dire qu’elle est assez simple pour représenter
toutes les situations du méme type.

Voyons maintenant quelles manceuvres a partir de la conduisent a la preuve. On rabat ’angle sur
le plan horizontal, puis on le remonte, par un mouvement continu de rotation, jusqu’a sa position
initiale. On s’apercoit alors que le sommet de 'angle ramené a cette position se projette a 'intérieur
du triangle AB’C. Et on conclut a vue que la projection de ’angle droit est un angle obtus.

1.3 L’exemple regardé avec du recul

Terminons par un bref inventaire des observations que I’on peut faire a propos de cettte argumen-
tation, en mettant principalement en évidence ce qui ne releve pas des mathématiques constituées.

1) Les énoncés étudiés concernent les directions horizontale et verticale, qui sont des directions phy-
siques. Toutefois, ces énoncés ont un lien étroit avec d’autres énoncés plus généraux, indépendants
de ces références a la physique : ceux dans lesquels la direction du plan n’est pas spécifiée et ou
langle droit ayant un coté horizontal est remplacé par un angle droit ayant un coté paralléele au
plan.
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2) Le premier énoncé renvoie & une figure et, par des symboles littéraux, & des points de la figure.
Un énoncé abstrait aurait laissé au lecteur le soin de se construire un image mentale de la situation.

3) Les figures sont choisies de fagon & étre vues au mieuz, ce qui implique qu’elles ont été congues
par référence a l’observateur. Ainsi, & la figure 1, angle a projeter est situé au-dessus du plan
horizontal ; ensuite un de ses cotés est non seulement horizontal (ce qui se devait), mais frontal.
Ala figure 5, le plan horizontal est identifié au plan de la feuille et 1'observateur est supposé le
regarder du dessus.

4) Les projections orthogonales ne sont pas envisagées techniquement. Les propriétés qu’on en
utilise sont celles qu’elles partagent, de maniére approximative, avec ce que donne un regard du
dessus sur un plan horizontal. On recourt donc ici a I'expérience acquise d’un accord suffisant entre
les propriétés du regard et celles de la projection.

5) On recourt & un mouvement continu.

6) Enfin, comme nous ’avons vu, mais c’est I’'observation la plus cruciale, le raisonnement comporte
deux phases. L’ensemble des situations a envisager étant par trop touffu, on I’a ramené (d’une part
par le passage a la contraposée, et de 'autre par la division en trois cas) a quelques ensembles plus
petits, chacun maitrisable par I'imagination. Il ne restait plus alors qu’a raisonner, dans chacun des
cas, sur un exemple (une figure) représentatif de toutes les situations en cause.

2 Qu’est-ce qui caractérise en général la géométrie naturelle 7

L’exemple que nous venons de traiter et d’analyser assez longuement donne sans doute déja une
idée raisonnable de ce que nous appelons une géométrie naturelle. Plagons-nous maintenant a un
niveau plus général, en cherchant a caractériser cette géométrie telle qu’elle est représentée par
tous les exemples traités dans notre recherche, et ceux que I'on pourrait encore y adjoindre. Certes,
chacun des auteurs a vu le theme de la géométrie naturelle avec sa sensibilité propre. On ne peut
nier qu’il y ait des variétés de géométrie naturelle. Cherchons néanmoins & nous approcher de ces
démarches géométriques qui, tout en partant du terrain familier des éleves, conduisent toutefois
clairement vers les géométries constituées, mais sans les assumer au départ.

L’exposé qui suit voudrait étre une syntheése cohérente et raisonnablement complete, qui éclaire
toutes les contributions de notre recherche. Pour lui assurer ce caractere, nous avons accepté qu’il
comporte un certain degré de redondance avec ce qui précede.

2.1 Des notions familieres

Au cours de Ienfance, les étres humains apprennent en famille, a I’école, dans la rue, ... a manier
et connaitre les choses de leur environnement. Ils se familiarisent en particulier avec les propriétés
essentielles de forme et de grandeur. Nous considérons ici ceux d’entre eux dont les connaissances
dans ce domaine se limitent aux notions les plus répandues, les plus nécessaires a la vie (a ’exception
— rappelons-le — des mesures), celles qui pour cela sont inscrites dans le sens commun.

Cet ensemble de connaissances élémentaires et fondamentales est loin d’étre vide. Par exemple, tout
le monde sait ce qu’est une ligne droite. Une telle ligne n’est pas vue comme infinie, mais elle est
en tout cas extensible. Il en va de méme de la notion de surface plane, congue elle aussi comme non
bornée, mais extensible. On utilise les termes de droite et de plan dans ces acceptions familiéres, en
renvoyant a des propriétés au départ non explicitées, mais mobilisables. Autres exemples : tout le
monde sait, ou au moins peut acquérir sans trop de peine I'expérience de ce que sont deux droites
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qui se coupent, deux droites paralleles, un angle, un angle droit, un cercle et son centre, deux plans
qui se coupent, deux plans paralleles.

Certaines de ces notions — et peut-étre toutes — trouvent leur origine dans I’environnement physique.
Par exemple, la genese de ’angle droit est liée a ’horizontale et a la verticale, au point que 1'usage
confond parfois les deux termes de vertical et perpendiculaire.

Tout le monde comprend ce que sont deux longueurs égales (au sens de superposables), ou une lon-
gueur plus grande qu'une autre. On voit ce qu’est le milieu d’un trait, la somme de deux longueurs.
Et de méme on comprend ce que sont deux angles égaux ou inégaux, et la somme de deux angles
(inutile ici de préciser deux grandeurs angulaires).

Tout le monde comprend ce que sont certains mouvements simples. Par exemple, transporter une
chose en ligne droite sans changer son orientation dans I’espace, ou encore faire tourner une chose
autour d’un axe. Peu importe que les termes de translation ou rotation soient connus ou non, les
mouvements eux sont familiers.

La vue du dessus d’un objet situé au-dessus d’un plan horizontal n’est certes pas une notion précise.
Elle possede néanmoins certaines propriétés raisonnablement claires et utiles. Par exemple, un angle
droit parallele au plan horizontal est per¢gu comme un angle droit (méme si son image sur la rétine
n’est pas un angle droit). Ou encore, si un point se trouve au-dessus d’une figure polygonale convexe
dessinée dans le plan, on le voit a l'intérieur de la figure.

Toutes ces choses sont connues intuitivement. Mais il y a plus, car elles sont dotées de propriétés
susceptibles d’étre engagées dans des raisonnements. Donnons-en quelques exemples.

2.2 Des propriétés connues ou aisément reconnaissables

Il va de soi, par exemple, que si deux grandeurs sont égales a une méme troisieme, elles sont égales
entre elles. Ou que si on veut maintenir constante une somme de deux grandeurs, et si on diminue
un des termes de la somme, il faut augmenter 'autre.

De méme, si deux angles sont opposés par le sommet, on reconnait qu’ils sont égaux, ce qui est
particulierement clair si on les considere en position frontale, avec leurs deux cotés également
inclinés. Ou encore, si on translate une droite dans une direction qui lui est parallele, elle glisse sur
elle-méme et donc ne change pas de position. Dernier exemple enfin, personne ne contestera que les
diagonales d’un rectangle se coupent en leur milieu.

Ainsi, certains objets géométriques de base sont connus familierement. Ils sont ce que H. FREU-
DENTHAL appelle des objets mentaux, par opposition aux concepts définis techniquement au sein
d’une théorie mathématique organisée formellement. Les propriétés de ces objets demeurent d’ordi-
naire au niveau implicite. Mais lorsque la nécessité s’en fait sentir, par exemple dans des problemes
de construction, elles sont reconnues, identifiées, et deviennent mobilisables dans des raisonne-
ments. Elles sont alors, selon I'expression de FREUDENTHAL, des outils efficaces pour organiser,
comprendre, certains champs de phénomenes.

Essayons maintenant d’approfondir encore la notion de géométrie naturelle.

2.3 Des objets déplagables

Les objets étudiés en géométrie naturelle ne sont pas des ensembles immobiles dans un espace abs-
trait. Ce sont des objets déplacables, solides. Ils sont solides au sens ou, dans tous les déplacements
physiques ou mentaux qu’on leur fait subir, ils conservent leur forme et leur grandeur. Une telle
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affirmation ne heurte pas le sens commun, méme si elle renvoie aux problemes de la conservation étu-
diés par PIAGET et a I’élucidation philosophique de la constance des objets (cf. MERLEAU-PONTY
[1945]). La notion d’espace n’apparait pas dans le cadre de la géométrie naturelle, et lorsqu’on y
étudie des objets plans, ce ne sont pas des objets du plan.

2.4 Des symétries de deux ordres

Des symétries de deux ordres contribuent a faciliter la saisie des objets auxquels on accede par la
géométrie naturelle. Il s’agit d’abord de la symétrie du corps humain et plus particulierement de
ses organes de perception (principalement mais pas seulement la vue) : I’étre humain possede, en
gros, un plan de symétrie. Il s’agit ensuite de la symétrie des deux directions physiques de base a
la surface de la terre, a savoir I’horizontale qui est une direction de plans, et la verticale qui est une
direction de droites.

Le plan de symétrie du corps humain, dans la plupart de ses positions habituelles a ’état de veille,
est un plan vertical, ou a peu pres. Les objets plans sont percus le plus fidelement lorsqu’ils se
trouvent devant l'observateur et dans un plan frontal, a distance ni trop petite, ni trop grande.

Répétons que, pour saisir une projection orthogonale d’un objet sur un plan, il est éclairant de
placer 'objet au-dessus du plan disposé horizontalement, et de le regarder du dessus, a la verticale.
Inscrire la situation dans les deux directions physiques qui nous sont les plus famileres aide a les
voir au mieux.

Autre exemple : lorsqu’il s’agit de saisir un objet plan possédant un axe de symétrie, le plus facile
est de le disposer non seulement dans un plan frontal pour ’observateur, mais encore de placer son
axe de symétrie dans le plan de symétrie de I'observateur : par exemple, on voit mieux un rectangle
devant soi s’il est bien droit, plutot que de travers.

Il en va des mouvements simples comme des objets. Ainsi, comme nous I’avons signalé, une trans-
lation d’une figure plane est plus fidelement percue lorsqu’elle a lieu non seulement dans un plan
frontal, mais encore horizontalement.

E. MAcH [1922] a, le premier sans doute, montré que I’étre humain, pour percevoir les objets le
plus fidelement possible, s’efforce d’accorder la symétrie de son corps avec celles des objets et avec
les directions horizontale et verticale. Il ajoute, ce qui nous parait important, que lorsqu’un tel
accord est trouvé, il en résulte pour 'observateur un sentiment d’équilibre qui est une satisfaction
esthétique élémentaire.

Soulignons que, parce qu’elles renvoient a la biologie et a la physique, ces considérations sur la
capacité de I’'étre humain a saisir les grandeurs et les formes se situent hors du cadre de la géométrie
déductive.

2.5 Des preuves par ’exemple

A quel type de preuve recourt-on dans le cadre de la géométrie naturelle 7

Tout d’abord, on utilise des implications. Et ceci des le départ. Les exemples de propriétés connues
ou aisément reconnaissables que nous avons donnés a la section 2.2 sont des implications. En effet,
elles s’énoncent ou peuvent s’énoncer sous la forme « si... alors... ». Et d’ailleurs, a défaut de
posséder des implications au départ, nous n’aurions pu construire aucun raisonnement.

D’ou vient I’évidence de ces implications ? Ce sont en fait des évidences qui se constatent sur des
objets simples, et qui sont possibles seulement parce que ces objets sont simples. Ceci mérite une
explication.
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Qu’est-ce en effet qu’'un objet simple, porteur d’évidence? Lorsque, dans les raisonnements dont
nous parlons ici, on affirme quelque chose d’un objet, on parle toujours en fait d’une classe d’objets.
On parle par exemple de toutes les paires possibles de paralleles, de tous les rectangles possibles,
de tous les angles imaginables, etc. Une telle classe est simple si on peut la parcourir sans peine en
imagination, si on la voit en quelque sorte d’un bout a l'autre.

Mais comment fait-on pour imaginer toute une classe d’objets 7 D’abord, nous I’avons dit, on ameéne
— effectivement ou mentalement — un objet de la classe en position privilégiée devant soi. Ensuite,
tous les objets semblables a celui-la, ¢’est-a-dire de méme forme que lui, sont imaginés sans peine,
car des la prime enfance, ’étre humain reconnait les objets semblables. Si tous les objets de la
classe sont semblables, alors I'effort de parcours s’acheve la. Mais la classe des objets peut avoir,
a similitude pres, un ou plusieurs degrés de liberté. La classe des rectangles, par exemple, a un
degré de liberté (le rapport de ses cotés) ; la classe des triangles en a deux (par exemple le rapport
de deux cotés et 'angle compris entre ceux-ci). Le nombre de degrés de liberté, c’est le nombre de
parametres qu’il faut pour décrire la classe.

On parcourt sans trop de peine en imagination les classes pas trop hétéroclites, celles en fait qui
n’ont pas plus d’un ou deux degrés de liberté. La géométrie naturelle n’accede directement qu’a
celles-13, et n’accede — éventuellement — & certains autres qu'a travers celles-la. A titre de contre-
exemple, on réalise la difficulté d’imaginer I’ensemble des quadrilateres, et encore davantage des
pentagones.

Mais la ou ce parcours en imagination est possible, on voit qu'une propriété reconnue sur quelques
cas s’étend a tous les autres. C’est parce qu’on imagine — potentiellement — tous les objets de la
classe infinie, qu’on sait que la propriété est vraie. Elle ne peut étre fausse, parce qu’il n’y a pas de
contre-exemple imaginable. Elle est nécessaire, parce qu’en quelque sorte elle épuise potentiellement
Pexamen de la classe entiere. En ce sens on pourrait dire qu’il s’agit d’une induction compléete (et
meéme la plupart du temps d’une induction non dénombrable). Si on n’en connaissait pas les limites
et les pieges, on pourrait dire que cette forme d’inférence ol « on voit tout » est supérieure aux
déductions formelles, des que celles-ci, ce qui leur arrive souvent, permettent de conclure sans voir
tout (ce qui par ailleurs est le signe de leur efficacité).

Ensuite, lorsqu’on enchaine plusieurs implications pour construire une preuve, la preuve que l’on
obtient est de la méme nature. Prouver, dans le cadre de la géométrie naturelle, c’est montrer
qu’aucune variante imaginable de la situation proposée n’échappe a la regle. Ce sont des preuves
par 'exemple, possibles seulement parce que I'exemple (la figure) est représentatif de la classe. On
dit aussi, dans un tel cas, que 'exemple est paradigmatique. Les preuves de ce type sont admises
dans le cadre des mathématiques constituées lorsqu’on peut leur substituer des preuves purement
déductives (ce que 'on ne prend pas toujours la peine de faire).

Cela étant, on comprend que la géométrie naturelle, a ce point liée aux évidences perceptives et
aux images mentales, ne s’apppuie sur aucun instrument conceptuel trop élaboré. Ce qui n’empéche
pas qu’au moment ou elle touche ses limites, cette géométrie invite a recourir aux nombres ou a
des formes d’organisation algébrique.

3 Nécessité et fonction de la géométrie naturelle

On le voit, la géométrie naturelle est une géométrie commencgante, qui accepte d’avoir beaucoup de
propositions de départ et qui n’est pas unifiée. Elle correspond a un registre de la pensée géométrique
plus proche du sens commun que celui des exposés plus complets, fondés tout entiers sur peu
d’axiomes. Il existe beaucoup d’exemples de ces derniers.
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On peut alors se demander pourquoi on ne partirait pas de 'un d’eux, choisi parmi les plus ac-
cessibles. D’autant que ces exposés vont plus loin et plus stirement que la géométrie naturelle, car
ils sont des produits longuement fagonnés par des siecles d’efforts des mathématiciens. Tachons de
répondre a cette question, d’abord en fonction des premiers ages scolaires.

En premier lieu, une démarche axiomatique de longue haleine est inaccessible aux tout jeunes
enfants, car ils vivent dans la pensée commune, et méme dans la pensée commune en voie de
formation. Leur relation aux propriétés géométriques des choses est par conséquent de l'ordre du
quotidien. On congoit par ailleurs combien il est important de développer leur savoir-faire et leur
savoir a propos des formes et des grandeurs.

L’expérience — en particuler celle des « mathématiques modernes » — semble avoir prouvé qu’une
approche axiomatique de grande ampleur est inaccessible a beaucoup d’enfants de 12, 13 ou 14 ans
(nonobstant le fait qu’il s’agit la des ages ou débutent les opérations formelles au sens de PIAGET).
Il ne manque pas d’arguments plausibles pour expliquer cela. D’abord, un exposé axiomatique long
est, comparé a la pensée commune, tellement réorganisé en vue de sa cohérence déductive qu’il
est trop loin des éleves. Ensuite, si les axiomes sont en nombre restreint, il oblige a la démarche
contre nature de prouver des évidences. Il a pour fonction une réorganisation logique de matériaux
scientifiques qui le requierent. Or les éleves de cet age, n’ayant pas accumulé de tels matériaux, ne
peuvent ressentir cette nécessité.

Cela n’exclut pas que quelques éleves soient sensibles a la séduction d’un discours parfaitement
ordonné, fut-il quelque peu détaché du réel. De tels éleves méritent considération. Mais d’une part
ils ne peuvent dicter la regle de I'enseignement. Et plus fondamentalement, on peut arguer qu’a les
enfermer dans un univers intellectuel trop pur, on leur barre ’acces a bien des sources de la pensée
créative.

Résumons et complétons ces quelques considérations pour montrer, en guise de conclusion, la né-
cessité et la fonction de la géométrie naturelle.

1) 11 faut partir de la pensée commune, parce que, tout particulierement en ce qui concerne les
jeunes enfants, on ne peut pas partir d’ailleurs.

2) Le passage aux exposés axiomatiques formels est une rupture importante par rapport a la pensée
commune. Cette rupture doit étre motivée. Il faut arriver a faire partager par les éleves le besoin
d’une mise en ordre. Or ce besoin n’est autre que celui de sortir la pensée commune des difficultés
dans lesquelles elle s’empétre. Il importe donc d’avoir reconnu et méme quelque peu exploré ces
difficultés. Alors, la pensée scientifique se construit, comme dit BACHELARD, contre la pensée
commune. Mais aussi, et dans une mesure indispensable, en y plongeant ses racines.

3) La pensée géométrique arrivée a maturité ne se réduit pas — heureusement — a la construction
de discours déductifs. Elle est une activité créative qui dans bien des circonstances peut utilement
s’appuyer sur la considération d’objets solides déplagables, de mouvements simples, de points de
vue privilégiés sur des objets symétriques, de preuves paradigmatiques. La géométrie naturelle
contribue a I'heuristique de la géométrie tout court.

4) Qui plus est, les matériaux accumulés par la pratique d’une géométrie de sens commun sont
des sources d’intuitions possibles de toute pensée mathématique (et non seulement géométrique)
ultérieure, jusque dans les registres les plus formels.



