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1. Un précurseur belge : FRANCOISVERHULST"

PIERRE FRANCOISVERHUL ST était un sociol ogue et mathématicien belge (1804-1849).
Ses études® portérent sur larecherche de modéles pour caractériser lesfluctuationsde
population et en particulier les populations dont la croissance était limitée par
I'environnement.

Pour caractériser la croissance d'une population, le modele le plus simple consiste a
considérer un taux de croissance constant.

Soit P, la population initiale, P, la population al'étape n et c le taux de croissance

constant.
L'équation logistique® est aisée aobtenir :

P=R+ R =(1+)R

R =Rt =(1+c)R,=(1+¢)" "R
Ruu=R*+oR=(1+c)R =(1+q"R

A chaque instant, le taux de croissance ¢ peut étre exprimé par larelation suivante
P.,-P

c=_n1” Tn
P
Cependant, ce modéle n'est pasréaliste car il impligue une croissanceillimitée dela
population. Supposons donc que la croissance est restreinte par une constante liée a
['environnement.

Postulons que le taux de croissance aun instant donné dépend de la population a cet
instant-13 c'est-adire que le taux dépend aprésent de la population au temps n et
variera avec n. Nous devons donc exprimer la dépendance de c par rapport a nen

remplagant c par c, .
L'équation logistique s'en trouve modifiée:

P..=R+GR
A ladifférence de I'équation précédente, nous constatons que la population al'instant
n+ 1 ne peut pas étre cal cul ée directement apartir des conditionsinitiales sans passer
par les n valeurs précédentes.

! Dans Peitgen, Jiirgens, Saupe, Chaos and Fractals, New Frontiers of Science, Springer-Verlag, New-
York, 1992

2 On dispose de deux études de VERHULST sur le sujet dans les Mémoires de I'Académie Royale de
Belgique, 1844 et 1847.

3 Le qualificatif "logistique" vient du terme francais "logis". Il était d'ordinaire employé dans |le domaine
militaire pour le logement des troupes. Ce n'est qu'en 1875, aprés la mort de VERHULST que ce qualificatif
fut appliqué au type de problémes que nous examinons actuellement.
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Nous allons exprimer ladépendance du taux de croissance par rapport ala popul ation.
Supposons que |'environnement détermine une taille optimale N pour la population.

Nous allons relativiser la population aun instant donné par rapport ala population
maximale N.

_.,
1
Z|-o

nd

Une telle opération s'appelle une "normalisation™. Elle est destinée aramener les

valeurs de lavariable dans |'intervalle [0,1].
L'équation logistique devient : f.,=f +c.f, ™)

A chaque instant, e taux de croissance c, peut étre exprimé par larelation suivante:

Pour exprimer la dépendance du taux de croissance par rapport ala population
normalisée f, , VERHULST fait les hypothéses suivantes :

v Si la population normalisée est petite, le taux de croissance est éleve.

v Si la population normalisée est environ 1, le taux de croissance est petit.

v Si lapopulation normalisée est plus petite que 1, letaux de croissance est positif.
v Si lapopulation normalisée est plusgrande que 1, le taux de croissance est négatif.

Afin de tenir compte de ces éléments, VERHULST choisit un taux de croissance
proportionnel a 1- f, :

c,~1-f,
Celaimplique I'existence d'une constanter, telle que
c,=r(1- f,)

L'éguation (*) nous permet d'exprimer f_,, enfonctionde f et der:

n+1

fog = fn+rfn(1- fn)

P

nt+l

L

# Cette opération ne modifie en rien le taux de croissance. En effet, ¢ = f””f_ o - N N _Fu-FR

n n

R
N



2. Prédirel'avenir ;: un souci bien naturd !

Dans |les années cinquante, le météorol ogiste EDWARD N. LORENZ fit une découverte
surprenante. En désaccord avec |'un de ses collégues concernant lafiabilité de nouvelles
méthodes de prévision, il voulut tester un systéme destiné asimuler |'at mosphere.
Les ordinateurs connaissaient alors des développements intéressants et il fit des
simulationslui permettant d'affirmer que les nouvelles méthodes en question n'étaient
pas fiables.

Afin d'examiner les résultats fournis par les ordinateurs plus en détail, il décida
d'effectuer des contrélesason domicile ou il possédait un ordinateur moins performant.
Pour cefaire, il dut passer par desrésultatsintermédiairesvu lapuissance moindre de
son ordinateur. Constatation al'arrivée : les résultats ne correspondaient pas. Aprés
avoir verifiélebon fonctionnement de son matériel, notre météorologue dut serendre a
['évidence : en se servant des résultats intermédiaires, il avait en fait tronqué les
nombres d'une partie de leur développement décimal et aussi infimel'erreur fut-elle, ele
Sétait propagée donnant, al'arrivée, une différence de deux moisdansles prédictions!

Comme LORENZ, utilisons|'outil informatique pour nousrendre compte quel'équation
logistique de VERHULST conduit aune impo ssibilité de prédiction.

fo.=f,+rf (1- f,) avec, par exemple, f, =0,01 et r =3
D'une part, nous allons effectuer cent itérations d'affilée, al'aide du logiciel Excel.
D'autre part, nous allons effectuer dix itérations, tronquer le nombre obtenu apréstrois,

cing et sept décimales et reprendre pour les itérations suivantes avec ce nouveau
nombre comme point de départ :
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0 0,0100000000
1 0.0397000000 "Tronquer apres trois décimales" signifie
5 0.1540717300 remplacer toutes les décimales aprés la
3 0.5450726260 troisiéme par des zéros.
4 1,2889780012
5 0,1715191421
6 0,5978201201
7 1,3191137924
8 0,0562715776| | 3 décimales; | 5décimales| | 7 décimales|
9 0,2155868392
10 0,7229143012 0,722 0,72291 0,7229143
11 1,3238419442 1,324148 1,323843396 1,323841945
12 0,0376952973 0,036488222 0,037689574 0,037695296
13 0,1465183827 0,141958718 0,146496783 0,146518377
14 0,5216706214 0,507378039 0,52160321 0,521670603
15 1,2702617739 1,257214733 1,270203114 1,270261758
16 0,2403521728 0,287092278 0,240564602 0,240352231
17 0,7881011902 0,901103183 0,788644426 0,788101339
18 1,2890943028 1,168451893 1,288697612 1,289094194
19 0,1710848467 0,577968093 0,172565842 0,171085252
20 0,5965293125 1,309731023 0,600926459 0,596530518
| 32| 0,8291255674] 0,003649691| 1,176502328] 0,833936526|
| 50| 1,3139967466| 1,084204315| 0,448494047| 0,438980407|
| 100| 0,3937885956| 1,230459201| 0,090744728| 1,258736687|
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Nous constatonsquel'évolution de f,,, varietrésfort selon lamaniére dont on tronque
le résultat intermeédiaire f,, .

Lorsque :

v ontronque f,, aprestroisdécimales, f,, n'aquelesdeux premiéresdécimalesen
commun avec son correspondant dans le calcul initial.

v on trongue f,, aprescing décimales, f,, ne posséde plus de décimale commune avec
son correspondant dans le calcul initial.

v ontronque f,, apressept décimales, f,, ne possede plus qu'une décimale commune
avec son correspondant dans e calcul initial.

Observons (tabl eau page précédente) | es prédictions obtenues aprés 50 ans en supposant
quelapopulationinitiale éait de 10 millionsd'individus (0,01 milliard), cette hypothése
revient aposer N = 1 milliard :

Sans troncature volontaire :
1,3139967466.10" = 13139967,466 w= environ 1,3 milliard d'individus.

Troncature apres 3 décimaes::
1,084204315.10" = 10842043,15 »= environ 1,08 milliard d'individus.

Troncature aprés 5 décimales :
0,448494047.10° = 4484940,47 = environ 0,45 milliard d'individus.

Troncature apres 7 décimales :

0,438980407.10" = 4389804,07 = environ 0,44 milliard d'individus.

Observons les prédictions obtenues aprés 100 ans en supposant que la population
initiale était de 10 millions d'individus :

Sans troncature volontaire :
0,3937885956.10° = 3937885,956 w= environ 0,4 milliard d'individus.

Troncature aprés 3 décimales :
1,230459201.10" = 12304592,01 = environ 1,23 milliard d'individus.

Troncature apres 5 décimales :
0,090744728.10' = 907447,28 = environ 0,09 milliard individus.

Troncature aprés 7 décimales :

1,258736687.10" = 12587366,87 = environ 1,26 milliard d'individus.

L es chiffres précédents ne nous apprennent qu'une chose : on ne peut rien prédire a
partir de ces simulations!!!
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Toujours avec les mémes données, comparons Excel et Derive dans le cadre du
comportement itératif de I'équation logistique de VERHULST, avec un dével oppement
décimal de 10 chiffres dans |es deux cas.

Utilisation de
logiciels

Excel Derive Excel Derive

0 0,01 0.01] [ 21 1,3185755880 1.318575624

1 0,0397 0.0397| | 22 0,0583776083 0.05837746683

2 0,15407173 0.15407173| | 23 0,2232865976 0.2232860814

3 0,545072626 0.545072626| | 24 0,7435756764 0.7435743032

4 1,2889780012 1.288978001| | 25 1,3155883460 1.315588979

5 0,1715191421 0.1715191421| | 26 0,0700352956 0.07003282849

6 0,5978201201 0.5978201201| | 27 0,2654263545 0.2654175227

7 1,3191137924 1.319113792| | 28 0,8503519691 0.8503307069

8 0,0562715776 0.05627157763| | 29 1,2321124624 1.232135894

9 0,2155868392 0.2155868392| | 30 0,3741464896 0.3740669913

10 0,7229143012 0.7229143010| | 31 1,0766291714 1.076489623
11 1,3238419442 1.323841944| | 32 0,8291255674 0.8294687659
12 0,0376952973 0.03769529714| | 33 1,2541546501 1.253819762
13 0,1465183827 0.1465183822| | 34 0,2979069415 0.2990870585
14 0,5216706214 0.5216706201| [ 35 0,9253821286 0.9279890284
15 1,2702617739 1.270261772| | 36 1,1325322627 1.128465202
16 0,2403521728 0.2403521769| | 37 0,6822410727 0.6935596689
17 0,7881011902 0.7881012008| | 38 1,3326056470 1.331163632
18 1,2890943028 1.289094295| | 39 0,0029091569 0.008664680084|
19 0,1710848467 0.1710848755| | 40 0,0116112380 0.03443349029
20 0,5965293125 0.5965293984| | 41 0,0460404896 0.1341769654
42 0,1778027783 0.4826974875

Le logiciel Derive offre quelques | 43 0,6163696291 1.231799356
bizarreries. Certainsnombres possédent9 | 44 1,3257439574 0.3752084613
décimales et d'autres 11. 45 0,0301847079 1.078489676
46 0,1180054819 0.8245387579

Mais si nous décidonsde focaliser notre | 47 0,4302460463 1.258562541]
attention sur les six premiéres décimales, 48 1,1656492041 02823111527
nous pouvons effectuer quelques cons- [ 49| | 0,5863826153 0.8901458501
tatations. 50 1,3139967466 1.183504496

= au rang 24, il n'y a plus accord que sur 5 décimales.

» au rang 27, il n'y aplus accord que sur 4 décimales.

» au rang 30, il n'y a plus accord que sur 3 décimales.

w au rang 33, il n'y a plus accord que sur 2 décimales.

= au rang 36, il n'y aplus accord que sur 1 décimale.

= au rang 41, il n'y a plus accord que sur le chiffre des unités.
»= au rang 43, il n'y a plus d'accord du tout.

Par conséquent, les logiciels Derive et Excel ne fonctionnent pas avec laméme
précision interne (le nombre de décimales significatives utilisées est différent).



Un autretest ...

Nous pouvons effectuer un réarrangement du contenu de I'équation logistique
f..=f,+rf(1- f )delafagon suivante:

fn+1 =(1+r)fn - r"fnz

I , Quand on utilise Excel pour effectuer lesdifférentesitérationsavec lesdeux formesde
Utilisation d'un

I'équation logistique, on note aussi des différences dans les nombres obtenus :

logiciel
f=f +rf(1-f) f ., =(1+r)f -rf?
23 0,2232865976 0,2232865977 Selon la maniére dont
28 0,8503519691 0,8503519740 ’
30 0,3741464896 0,3741465083 noush_constat(_)lr_]s que dla
35 0,9253821286 0,9253815174 machine —utilise  des
37 | [0,6822410727 0,6822384208 méthodes de calcul dif-
42 0,1778027783 0,1777450679 férentes menant a des
47 0,4302460463 0,4327877839 résultats différents.
» 49 0,5863826153 0,5756075252
Synthétiser 52 0,2874679591 0,3619759011
53 0,9019583539 1,0548239455
Les tests que nous venons d'effectuer nous amenent tous ala conclusion suivante :
Aprés un nombre suffisant d'itérations, nous sommes incapabl es de prévoir quoi que
cesoit ! C'est cette absence de caractere prévisible qui a été baptisée "chaos'.
Elle est inhérente al'obligation de netenir compte que d'un nombrefini de décimales.
Il est impossible de concevoir une machine cal culant avec uneinfinités de décimales
Lanatureregorge de phénomeénes chaoti ques mai s cependant, des savants de ce siecle
ont mis en évidence certaines structures stables au sein du chaos. C'est ce que nous
allons tenter de découvrir dans les paragraphes suivants al'aide d'un exemple.
3. Parlonsun peu dechaos ...
Enrichir sa Lathéorie du chaosapour but d’ expliquer lefait que des phénomenes complexes
culture et imprévisibles peuvent se produire dans des systemes qui sont étroitement

dépendants de leurs conditions initiales.

L’ exemplele plus couramment cité est celui del’ effet « papillon » d'apresletitre
d'un article de EDWARD N. LORENZ "Can the flap of a butterfly's wing stir up a
tornado in Texas ?" Il consiste adire qu’ un battement d’ ailes de papillon peut
provoquer un ouragan des milliersdekilomeétres plusloin, pas nécessairement le
lendemain mais |’ année suivante peut-étre.
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Demaniere moinsimageée, disonsqu’il est possible qu’ un tout petit événement produise
des résultats imprévisibles et drastiques en engendrant une série croissante
d’ événements significatifs’.

Tout n'est pas qu'ordre autour de nous. Certains processus tels que les structures
complexes de |'atmosphére, la turbulence dans I|'écoulement des fluides, les
perturbations sonores dans un signal électrique sont autant de phénomenes qui
semblent gouvernés par le désordre. La technologie essaie de contrdler ou
minimiser |'impact des processus d'apparence désordonnée.

Lorsqu'un signal est brouillé, son comportement d'un moment a l'autre est
irrégulier et il devient difficile de prévoir son évolution. Cependant, il est possible
de réaliser une analyse statistique du signal. Sans pouvoir prédire avec certitude
la succession des amplitudes du signal, on peut toutefois estimer la probabilité
pour gue cette amplitude appartienne a un certain intervalle.

Des causes parfaitement définies et des regles simples peuvent donner cours a des
comportements aléatoires. Pour simuler les phénoméenes turbulents, les
ordinateurs ont été pourvus d'un générateur de nombres aléatoires. Cependant, ce
générateur ne fait rien de plus que de modifier la position du point décimal dans
un nombre rationnel dont la période est suffisamment longue.. En consequence, il
est possible de connaitre le n°™® nombre ainsi engendré et c'est pourquoi des
nombres ainsi obtenus sont appelés "pseudo-aléatoires’. Mais en apparence,

aucun ordre ne semble apparaitre et les tests statistiques effectués confirment

qu'on peut attribuer a ces nombres le statut d'aléatoires.

Malgreé cela, on est en droit de se demander s cette notion de "pseudo-hasard"
convient lorsqu'il sagit de modéliser I'immense variété et la complexité des
processus que |'on trouve dans la nature.

Ce qui est remarquable, c'est que des structures tres simples utilisées pour la
production de nombres aléatoires correspondent exactement a certains
comportements tur bulents constatés dans des phénomenes naturels.

Le point commun a tous les phénomenes de turbulence est que la variation d'un
parametre peut faire passer le systeme d'un état stable a un état irrégulier.

Extrait un article de Mitchell FEIGENBAUM®

® Nous suggérons de refaire les cal culs précédents avec f, =0,010001 et de comparer avec les résultats

obtenus pour 0,01.
® Cet article est extrait d'un recueil d'articles sur le chaos intitulé Universality in Chaos (p. 49-84) édité
par Predrag Cvitanovic, 2°™ édition, Adam Hilger, Bristol & New York, 1989.
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4. Position du probléeme

Considérons latransformation f: x® f(x)=1- mx?

Notre but est d’ étudier lestransformations successives subies par un pointinitia. Nous
allonschoisir un point de départ, cal culer son image par latransformation, puisl’image
de son image, etc.

f f f f f f
o—>— —Hh 0 Hh 0 ph 6 Hh o )
Xo X1 X2 X3 Xa X5
x = f(x) :J
— — - |
X = f(x)=1gf (x)a= (%) |
3 L — — £n
% =1 (%)= 1°(x) v %= T(06)=1"(%)
I
X = f(x)=1"(x) |
|
x =1 (x)=1"(%) |
P
Etudier un Par exemple, pour m= E et x, =2, nous obtenons :
processus 2
itératif X, = f(2)=1- %_22 -1
1 2_1
=f(-1)=1-=.(-1) ==
%= f(-1)=1-2.(- 1) =3
y =t &0, lad 7
&25 = 2825 8
" .2
v = (&0, 1ao 79

&8y = 2&8y 128

Décidons de travailler dans I’intervalle [-1,1].
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Puisque nous considérons les transformations successives — on appelle cela des

itérations —d’ un nombre de départ, il importe que f(x) soit également dans|’intervalle
[-1,1].

Nous considérons donc la transformation suivante :

f:[-L1] ®[-1,1]:x® f(x)=1- mx®

En imposant af(x) d’ appartenir al’intervalle[ -1,1], on impose une condition au
parametre m.

En effet, fOOT[-1,1] U -1£1- x?£1 .
- Discuter
U mx*-2£0 et 0£ mx?

X est compris entre-1 et 1, donc son carré vaut au maximum 1.

Par conséquent, pour que la premiére inégalité soit respectée, il faut que M soit au

maximum 2.

La seconde inégalité implique que M doit étre positif.

Par conséquent, nous obtenons |a condition suivante sur le paramétrem : |ml [0,2]

Nous nous proposonsdeéslorsd’ étudier le comportement itératif de latransformation

suivante :

f:[-11] ®[-1,1]:x® f(x)=1- mx* avec mi [0,2]
Remarquons que les itérations successives deviennent rapidement tres compliquées. ltérer une
formule

En effet, algébrique

fix)=f(x)=1- nx? degré 2

£3(x)=f(f(x))=f (1- m?) =1- m(1- m¢)’ degré 22 =4

2 52

f3(x)=f & (f(x))g=f gl m(l- mxz)zgzl- mgl- m(l- mx2) E degré 2°=8

f°(x) degré 2"



Mener une
construction

5. Pointsfixes - Attracteurs

Itérer

Résoudre une
équation

Vu la complexité de la situation envisagée, il est naturel de rechercher des
comportements possédant une certaine régularité et notamment des points fixes.

Un point fixe est un point qui est sa propre image par la transformation étudiée.
Donc, %, est un point fixe de latransformation y = f(x)si et seulement si f (x,) =X, .

Remarquons qu'un point fixe est toujoursun point deladroite y = x. Graphiquement, la

recherche de points fixes revient donc arechercher |'intersection du graphique de
f(x)avecladroitey=x .

Principe de construction : (voir figure ci-dessous)

@ Choisir un point de départ x, sur |'axe horizontal.

@ Rechercher I'image f(x,) decepoint par f(x) c'est-adire se déplacer
sur une perpendiculaire al'axe des x passant par x, jusqu'ace qu'elle
rencontre le graphique de f(Xx).

® f(x,) est la nouvelle abscisse dont nous devons chercher I'image.
Reporter f(x,) surl'axedes x revient arechercher I'intersection dela
perpendiculaire al'axe des y passant par f(x,) avecladroite y=x.

Il suffit ensuite de réitérer le processus autant de fois qu'on e souhaite.

Nous allons envisager successivement plusieurs valeurs du paramétre m.
1 1
Pour m==: f(x)=1- =x?
2 2

Nous pouvons obtenir les éventuels points fixes de cette transformation en résol vant
I'éguation suivante :

x=1- %xz (équation du 2™ degré aune inconnue)
U %x2+x- 1=0 avec x1 [-1,1]
U x®+2x-2=0 avec x1 [-1,1]

-2+ -
U x=2_T\/E:-1¢\/§ avec x1 [-1,1]
Par conséquent’, x =- 1++/3 = 0,7320508075689...

Pour ne pas devoir recommencer le calcul du point fixe pour d'autres valeurs de M,
nous pouvons exprimer lavaleur du point fixe éventuel en fonction de M.

7 L'autre sol ution est éliminée en raison de lacondition X1 [- 1,1]
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L’ éguation arésoudre est la suivante :

Formuler une

x=1- mx? avec x1 [-1,1] solution
U mé +x- 1=0 avec xI [-1,1] (**) generale
U x:-liz— VAL D= am+12 0 avec X1 [-1,1]
m

Lacondition D=4m+ 13 Oest toujours vérifiée puisque notre hypothese de départ
entraineml [0,2].

Graphique 1 : A\ Coordonner di-
vers registres de
représentation

=X
y F(x)=1- m

Graphique obtenu pour n¥ %et % =0

Graphique 2 :

Graphique obtenu pour m:%etx0 =1

Constatation : dans les deux graphiques ci-dessus, |es itérés successifs ont tendance a
se rapprocher du point d'intersection de la parabole et de la droite y = x.
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Nous pouvons égal ement observer ce comportement par | e calcul desitérés, al'aide, par

I%tgl;ifiz un exemple, du tableur Excel.

%=0 %=0,5 %=0,75"
1,000000000000000 0,875000000000000 0,718750000000000
0,500000000000000 0,617187500000000 0,741699218750000
0,875000000000000 0,809539794921875 0,724941134452819
0,617187500000000 0,672322660218924 0,737230175789129
0,809539794921875 0,773991120278074 0,728245833952965
0,672322660218924 0,700468872865346 0,734829002665075
0,773991120278074 0,754671679073376 0,730013168421125
0,700468872865346 0,715235328402286 0,733540386965875
0,754671679073376 0,744219212502637 0,730959250344977
0,715235328402286 0,723068881870977 0,732849287167554
0,744219212502637 0,738585696034927 0,731465961149004
0,723068881870977 0,727245584806301 0,732478773840182
0,738585696034927 0,735556929689871 0,731737422936792
0,727245584806301 0,729478001592605 0,732280171936911
0,735556929689871 0,733930922596229 0,731882874894024
0,729478001592605 0,730672700428524 0,732173728718429
0,733930922596229 0,733058702424245 0,731960815487276
0,730672700428524 0,731312469400041 0,732116682295601
0,733058702424245 0,732591036050007 0,732002581752241
0,731312469400041 0,731655186949589 0,732086110154027
0,732591036050007 0,732340343704881 0,732024963659773
0,731655186949589 0,731838810491108 0,732069726289454
0,732340343704881 0,732205977729480 0,732036957925242
0,731838810491108 0,731937203088608 0,732060946115779
0,732205977729480 0,732133965367413 0,732043385586035
0,731937203088608 0,731989928377694 0,732056240809868
0,732133965367413 0,732095372376809 0,732046830145663
0,731989928377694 0,732018182872231 0,732053719236844
0,732095372376809 0,732074689972219 0,732048676075752
0,732018182872231 0,732033324151040 0,732052367927869
0,732074689972219 0,732063606166189 0,732049665305600
0,732033324151040 0,732041438263477 0,732051643762980
0,732063606166189 0,732057666332570 0,732050195431960
0,732041438263477 0,732045786581856 0,732051255684015
0,732057666332570 0,732054483173876 0,732050479525729
0,732045786581856 0,732048116832515 0,732051047713075
0,732054483173876 0,732052777320985 0,732050631771094
0,732048116832515 0,732049365608316 0,732050936261771
0,732045786581856 0,732048116832515 0,732051047713075
0,732054483173876 0,732052777320985 0,732050631771094

Congtatations : pour les trois valeurs initiales choisies, le comportement observé est le
méme. Les valeurs obtenues convergent vers le nombre 0,73205..., point fixe de la
transformation, que nous appellerons attracteur de la transformation considérée.

Interpréter des
résultats

Le terme "attracteur" est aisé a comprendre puisque les itérés convergent vers ce
nombre, ils semblent étre "attirés" par lui. Un point fixe qui n'est pas attracteur est
appelé "point répulsif”.

8 Remarquons qu'il est inutile de choisir un point de départ négatif puisqu’ on netrouve lavariable x que
sous laforme x2 dans la transformation étudiée.
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Remarques:
v Les observations réalisées ne sont valables que pour la valeur m= % .
D'autres valeurs du parameétres nous conduirons a des résultats tout a fait différents.
v S lanotion d'attracteur dépend comme nous venons de |e souligner de la valeur du
parametre, elle est par contre, de par sa nature méme indépendante du point de

départ choisi, s celui-ci n'est pas trop éoigné du point fixe.

v Tous les points fixes ne sont pas des attracteurs. A titre d'exercice, voici une autre
transformation :

f:[01]® [0,1]: x® f(x) =4ax(1- x)

ou a est un parametre positif.
Rechercher les points fixes de la transformation et observer Sils sont attracteurs ou

pas’.

v Nous n‘avons rien démontré, rien prouvé. Nous nous sommes contentés d'observer°.

Pour m=1: f(x)=1- x°

Graphique 3 :

<4
<—
<4

\
/ y=x f(x)=1- M

Graphique obtenu pour nFletx, = %

Congtatations : la situation est tout a fait différente du cas précédent. Le point fixe ne
semble pas jouer de réle dans la succession des itérés. On constate que les valeurs
observées se rapprochent alternativement de O et 1.

9 11'y a deux points fixes. Seul I'un d'entre eux est un attracteur.
10 Cependant, dés la cinquiéme année, nous serons en mesure de Vérifier par le calcul si un point fixe est
un attracteur.
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Graphique 4 :

Constatations : nous parcourons une trajectoire périodique de période 2. En effet, nous
obtenons successivement comme valeurs0, 1, 0,1, 0, 1, ...

Nous pouvons également observer ce comportement par le calcul desitérés, al'aide, par

1
1 X =0 1
4 ‘\
y=Xx _ )
f(x)=1- nx

Graphique obtenu pour n¥ letx, =0

exemple, du tableur Excel.

%o=0 %=0,5 %0=0,75
1,000000000000000 0,750000000000000 0,750000000000000
0,000000000000000 0,437500000000000 0,437500000000000
1,000000000000000 0,808593750000000 0,808593750000000
0,000000000000000 0,346176147460937 0,346176147460937
1,000000000000000 0,880162074929103 0,880162074929103
0,000000000000000 0,225314721856496 0,225314721856496
1,000000000000000 0,049233276114730 0,949233276114730
0,000000000000000 0,098956187516497 0,098956187516497
1,000000000000000 0,990207672952200 0,990207672952200
0,000000000000000 0,019488764426589 0,019488764426589
1,000000000000000 0,999620188061125 0,999620188061125
0,000000000000000 0,000759479620641 0,000759479620641
1,000000000000000 0,999999423190706 0,999999423190706
0,000000000000000 0,000001153618256 0,000001153618256
1,000000000000000 0,999999999998669 0,999999999998669
0,000000000000000 0,000000000002662 0,000000000002662
1,000000000000000 1,000000000000000 1,000000000000000
0,000000000000000 0,000000000000000 0,000000000000000
1,000000000000000 1,000000000000000 1,000000000000000

Remarques:

v Lescalculsainsi que les graphiques indiquent bien une trajectoire de période 2.

On peut symboliser ce phénoméne par
le schéma suivant :

1
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v Pourtant, pour cette valeur dem, on obtient aussi un point fixe.
Remplacons m par 1 dansla formule qui donne les points fixes éventuels :

_-1x41+1 _-1245

21 2
- 1+_\/§
2

Donc, ce nombre est un point fixe de la transformation.
Pour nous faire une idée de son éventuelle qualité d'attracteur, examinons le
comportement de la transformation pour des points de départ proche du point fixe.

Commexi [-1,1], nousobtenons: x = = 0,6180339887499...

Nous pouvons utiliser lelogiciel DERIVE pour calculer lesitérations successives. Utiliser un

logiciel

_1+\/§
2

Recherchons le comportement de la transformation pour +0,1, valeur de

0,1 supérieure au point fixe de la transformation.

, L . ®& , -1+./5 0
L’ expression a introduire dans DERIVE est ITERATES(E - X%, X, +0,1¢).

2

La suite d’itérés suivantes est engendrée par |a transformation : | itérer

[0.718033988749, 0.484427191000, 0.765330296619, 0.414269537075,
0.828380750651, 0.313785331950, 0.901538765452, 0.187227854386,
0.964945730541, 0.0688797371094, 0.995255581815, 0.00946632686423,
0.999910388655, 0.000179214658392, 1, 0, 1]

La succession de O et de 1 réapparait rapidement dans la succession des nombres
observés. Il en est de méme pour n'importe quel nombrede[-1,1].

Dans ce cas-ci, le point fixe n'est pas un attracteur. Par analogie, nous dirons que
c'est le cycle 0-1 qui joue le réle d'un attracteur.

6. Comment obtenir unetrajectoire périodique de période 2

Pour que x soit I’ un des nombres d’ une trajectoire périodique de période 2, il faut que
I’image de |I’image de x soit anouveau X et que X ne soit pas un point fixe de latrans-

formation c'est-adire que x doit étre un point fixe de latransformation f (f (x)) :
Soit f:[-1,1] ® [-1,1]:x® f(x)=1- nxX*

Appliquons anouveau f alaréponse obtenue : itérer

f(f(x))=f(1l- m®)=1- m(1- m(z)z

x est I’ un des nombres d’ une trajectoire périodique de période 2 donc x=f ( f(x)).
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Rechercher I’ un des nombres d’ une traj ectoire périodique de période 2 revient donc a
résoudre I’ équation suivante :

X=1- m(l- m><2)2 U X=1- m(l- 2rn><2+rr12x4)
U mx' -2nf X +x+m 1=0

Il S agit d’ une équation du 4™ degré en x.
Nous ne connaissons pas d’ algorithme pour résoudre de telles équations. Cependant, en
réfléchissant, nous pouvons obtenir |es solutions dans ce cas d’ espece.

En résolvant I’ équation x = f ( f(x)) , hous englobons la recherche de points fixes.
Pour un point fixe, nous avons x = f(x)et par conséquent, f (f(x))=f(x)=x.
Donc, les solutions de I’ équationx = f(x)sont aussi solutions de x = f (f(x)).

Par conséquent, le polyndme nix* - 2nt ¥ +x +m- ladmet :

-1+./4m+1 o -1-4/4m+1

2m 2m

comme racines et est donc simultanément divisible par :

- 1+,/4m+1 -1-44m+1

X- —¥ - et par X-
2m 2m

Connaissant ces deux solutions, nous pouvons alors écrire successivement :

®e - e -1- o}
mx -2nt X +x +m- 1 =cXx- 1+yam+19 X - 1-yam+1 (ax +bx+c)
g 2m p 2m p

X_I_io ,/4m+108@e 10 ‘/4m+10(ax2+bx+c)
gg 2Mg 2m ggg 2mg 2m
1 o 4m+10

égx+ ng - W (ax2 +bx+c)

@, 1 1 1
8)(2+Ex+4m2 m 4nf‘(aX +oxc)

&, 1. 10
gx X mfZ‘(ax +bx+c)

En comparant les coefficients des termes de plus haut degré, nous obtenons a=nr.

s 1
En comparant les termesindépendants, nous obtenonsm- 1=- —cdoncc=n(1- m).
m

Le polyndme n'x* - 2nt X + X +m- 1ne posséde pas determeen x°, par conséguent le
second membre ne doit pas en posséder non plus.
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D’ o, O:b+£m°’, donc, b=-n7t.
m

Donc, m'x* - 2nf ¥ +X +m- 1= ?(2 +ix- ig(

mex® - nex+mn(1- m))
m Mg

:(m><2+x- 1)(mzx2- mX+1- m)
Par conséquent,

mx -2nt X +x+m 1=0 U (m><2+x- 1)(mzx2- mx +1- m)=0
U m¢ +x-1=0 ou mPx?- mx+1-m=0

Remarquons que mx* + x- 1=0 ne nous apporte riendeneuf : c'estI'équation (**) dela
page 11.

Résolvons ntx*- x+1- m=0 : D=n7 - 4nf(1- m) =m?(4m- 3)

+ my/4m- +./
x == 4m-3 _ 1+ 2m—3 acondition que m3%

2m -

Nous n’ aurons donc des trajectoires périodiques de période 2 que lorsque m3 % .

7. Le dédoublement de période

L

Graphique obtenu pour n+1,3etx, =0

Interpréter des
résultats
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Dans le graphique ci-dessus, les pointes des fleches ont été retirées pour faciliter la
lecture.

Constatations : on sapercoit ici qu'on ne rencontre ni point fixe, ni trajectoire pério-
dique de période 2. Quatre zones semblent se dégager sur la droite y= x. On pense a

une trajectoire périodique de période 4.
Voyons les différents itérés que peut fournir lelogiciel Derive:

[0, 1,-0.3, 0.883,-0.01359570000, 0.9997597040, -0.2993753055, 0.8834867543,
-0.01471349869, 0.9997185668, -0.2992683767, 0.8835699702, -0.01490466008,
0.9997112064, -0.2992492451, 0.8835848560, -0.01493885718, 0.9997098797,
-0.2992457966, 0.8835875391, -0.01494502110, 0.9997096402, -0.2992451742,
0.8835880233, -0.01494613361, 0.9997095970, -0.2992450618, 0.8835881108,
-0.01494633446, 0.9997095892, -0.2992450415, 0.8835881266, -0.01494637072,
0.9997095878, -0.2992450379, 0.8835881294, -0.01494637727, 0.9997095875,
-0.2992450372, 0.8835881299, -0.01494637845, 0.9997095875, -0.2992450371,
0.8835881300, -0.01494637867, 0.9997095874, -0.2992450371, 0.8835881300,
-0.01494637870, 0.9997095874, -0.2992450371, 0.8835881300, -0.0149463/871,
0.9997095874, -0.2992450371, 0.8835881300]

En 56 itérations, avec une précision de 10 chiffreset en 0,6 sec, Derivefournit quatre
points:

-0.01494637871
0.9997095874

-0.2992450371
0.8835881300

Trajectoiredepériode 4

Déterminer par le calcul |es éléments d'une trajectoire périodique de période 4 est un
travail difficile.

En effet, larecherche destrajectoires périodiques de période 4 passe par larésolution de
|’ équation suivante :

x=f(f(f(f(x)))=%x)

Avec notre transformation, cette éguation peut s’ écrire :

1- mal- m(l- m(l- m><2)2)2

&

Il S agit d’ une équation du 16°™ degré en x !

=X

Q- O3,

Méme si nous connaissons déja certaines solutions de cette équation — puisque la
recherche de pointsfixes et detrajectoires périodiques de période 2 sont incluses dans
cette démarche — nous ne pouvons pas espérer la résoudre « manuellement ».

Nous aurions donc besoin de |’ apport d’ un ordinateur.

En fait, au-deladelavaleur m=1,25, latrajectoire de période 2 devient instabl e et est

remplacée par une trajectoire de période 4. Et ainsi de suite : période 4 — période 8,
période 8 — période 16, ...
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Schématisons le dédoublement de période en fonction des différentes valeurs de m.

- 1T 0,75

L +125
> 11,368
1,401

(
<
4
<
-
<
|
L

CHAOS!

Un point fixe attracteur

Cycle delongueur 2
Cycle de longueur 4

On peut prouver — al'aide des dérivées, matiére que nous étudieronsen 5 ™ que

les deux points fixes de |I'équation f (f (x)) = xdeviennent instables pour une méme

valeur du paramétre. Par conségquent, ilsimpliquent une bifurcation simultanément d'ou
le doublement de période. L e méme phénomeéne se reproduit achaque étape impliquant
des dédoublements de période successifs.

L e doublement de période est un phénomeénetrés courant quel'on rencontre aussi bien
en physique ou en écologie qu'en économie.

En ce qui concerne notre exemple, on assiste ades doublements de période successifs
dans|'intervalle [1,368;1,401] .

Il existe une suite infinie de valeurs dites catastrophiques m, tendant vers 1,401 en
croissant :

1,368=m<m<---<m<m, <---<1401

et tellesque si m est compris entrem, et m,,,, le systéme possede unetrajectoire stable
de période 2" vers laquelle convergent toutes les autres.

1,401- m

=2 Th - 4,6692...
1,401- m,,

Lenombre 4,6692... est la constante de FEIGENBAUM.

Elle apparait dans bien d’ autres circonstances. Elle semble avoir une signification
physique profonde, relative ades phénomeénes de dédoublements en cascade. Avec
d'autres processus itératifs donnant lieu ace phénomeéne de dédoublement, les valeurs
seuils ou se produi sent |es dédoublements changent, mais |a constante de FEIGENBAUM
demeure.

1 En annexe se trouve un prolongement de ce module destiné aux ééves de 5™ .
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Apréslavaleur m=1,401, le chaos régne en maitre.

Presque toutes | es valeurs de m conduisent aun comportement chaotique. Toutes les
trajectoires périodiques sont instables. Les valeurs observées varient dans [-1,1] de
maniere désordonnée.

Cependant, parmi tout ce désordre, on distingue des zones d’ ordre.
C'est lecaspour I'intervalle]1,75; 1,7685[.

Pour m=1,76 et x=0 (en46itérations, avec une précision de 6 chiffreset en 0,1 sec),
Derive fournit trois points :

[0, 1, -0.76, -0.016576, 0.999516, -0.758298, -0.0120283, 0.999745, -0.759103,
-0.0141798, 0.999646, -0.758754, -0.0132468, 0.999691, -0.758913, -0.0136703,
0.999671, -0.758842, -0.0134816, 0.999680, -0.758874, -0.0135664, 0.999676,
-0.758859, -0.0135284, 0.999677, -0.758866, -0.0135454, 0.999677, -0.758863,
-0.0135377, 0.999677, -0.758864, -0.0135410, 0.999677, -0.758864, -0.0135398,
0.999677, -0.758864, -0.0135401, 0.999677, -0.758864, -0.0135401, 0.999677,
-0.758864, -0.0135401]

Il semble qu’il s agisse d’ une trajectoire de période impaire !

8. Lediagramme de FEIGENBAUM

Pour une valeur initiale donnée x, , on construit un diagramme ou on place :

w en abscisse les différentes valeurs du paramétre m ;
= en ordonnée laou les valeur(s) de x, lorsgque n est tres grand.

1.5 T T T

-1 1 1 1
-8.3 5] |.3 1 1.5 2

Graphique réalisé avec Gnuplot (http://www.gnuplot.org)




23
Le diagramme obtenu est |I'image des changements qui interviennent dans le

comportement dynamique de |la transformation étudiée.
Description du diagramme :
v 1l est de nature fractale : lorsque I’ on effectue un agrandissement d’ une

portion bien choisie dediagramme, on s apercoit quel’ on adevant lesyeux
laméme figure qu’ au départ.

v Il ressemble aun arbre. Apres I’intervalle caractérisé par un attracteur
fixe, le systeme oscille tout d’ abord entre deux états, il s’ agit d’un com-
portement périodique de période 2. On passe ensuite aun comportement
périodique de période 4, depériode8, ... |l sagit de bifurcations successives
dues au phénomene de doublement de période.

v On constate également que la longueur des branches diminue au fur et a
mesure que les valeurs du parameétre augmentent et qu’au-delad’ une

certaine valeur du parameétre — baptisée point de FEIGENBAUM — |e phé-
nomeéne de bifurcation s’ arréte.

v Lerapport entre deux bifurcations successives tend vers la constante
4, 6692016091..., baptisée constante de FEIGENBAUM.

v Ensuite, le chaos semble régner bien que I’ existence d' « oasis d’ ordre »
puisse étre mise en évidence. On constate |'alternance de bandes denses et
de fenétres périodiques.

v/ Notamment, on observe des fenétres de période 3 dans lesquelles le phé-
nomeéne de doublement de période se produit également, engendrant des
orbitesdelongueur 6, 12, 24, ...suiviesderetour au chaos et ainsi de suite.
Apres I'apparition d'une orbite de période 3, n'importe quelle période est
possible comme |'ont prouvé L1 et YORKE dans leurs travaux.

L aconstante deFEIGENBAUM est aussi importante que lefameux nombrep . Eneffet, sa
présence a été observée dans de nombreux domaines.

En 1975, FEIGENBAUM démontra que le comportement que nous avons observé était
commun ade nombreuses transformationsitératives, mettant ainsi en évidencele carac -
tere univer s de sa constante.

L a constante deFEIGENBAUM possede un caractere prédictif dansle monde du chaos. En
effet, en mesurant deux bifurcations successives, on obtient desrenseignementssur les
bifurcations suivantes et sur |e point deFEIGENBAUM ou | e seuil de bifurcation sesitue.
Cette découverte delaplus haute importance symbolisele progres scientifique realise
au cours de ce 20°™ siecle. En effet, sans |’ apport d’ un ordinateur, |e diagramme de
FEIGENBAUM N’ aurait pu voir le jour et la beauté et |’ utilité des mathématiques sous-
jacentes seraient restées dans |’ ombre.

Lire un
diagramme
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L a constante de Feigenbaum

Le nombre de FEIGENBAUM fut d’abord
mis en évidence par BECKER et DORFLER.

MITCHELL FEIGENBAUM montra qu’il
s'agissait d’ une constante fondamentale
de lanature.

KEITH BRIGGS, un scientifique de I’ Uni-
versité de Melbourne en Australie, dé-
tient actuellement (septembre 1999) la
meilleure approximation de ce nombre.

4. 6692016091 0299067185 3203820466 2016172581 8557747576 8632745651
3430041343 3021131473 7138689744 0239480138 17165984855 1898151344
0862714202 7932522312 4429888908 9085994493 5463236713 4115324817
1421994745 5644365823 7932020095 6105833057 5458617652 2220703854

1064674949 4284981453 3917262005 6875566595 2339875603 825637225 ...

9. Pour en savoir plus
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1984

M ANFRED SCHROEDER, Fractals, Chaos, Power Laws, W.H. Freeman and Company,
1991

PREDRAG CVITANOVIC, Universality in Chaos 2™ édition, Adam Hilger, Bristol & New
York, 1989.



